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FINANCIAMENTO DUM FUNDO SUJEITO A RUINA COM BASE NUM
MODELO DIFUSAO

RESUMO. Propoe-se inicialmente um processo difusdo para representar um
sistema sujeito a ruina sistematica, com regime estocastico de entradas e saidas de
capital, estabelecendo-se a analogia entre este processo ¢ um fundo de pensdes.
Baseando o funcionamento do sistema num esquema de reflexao periddica, valoriza-
se o financiamento adicional necessario para superar a ruina; recorre-se para o efeito
ao teorema do renovamento para processos “renewal-reward”. Discute-se aquela
valorizagdo quando seja aplicavel uma taxa de juro deterministica, a partir da

transformada de Laplace de tempos de primeira passagem.

PALAVRAS-CHAVE. Fundos de pensdes. Difusdes. Ruina. Tempo de

primeira passagem. Renovamento. Transformada de Laplace.
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1 - MODELO BASE. Motivou originalmente esta abordagem a pesquisa dum
modelo estocastico para representar as reservas dum fundo sujeito a um regime de
funcionamento semelhante ao dos sistemas pensionistas de seguranga social, onde as
entradas feitas através das chamadas contribui¢des para a seguranca social sdo
regularmente insuficientes para os pagamentos de pensdes comprometidos. Numa
perspectiva mais geral, pretendia-se modelar um sistema estocastico com consumos
superiores aos recursos captados no decorrer da sua actividade, necessitando portanto
duma fonte externa de compensagdo desse desequilibrio. E pretendia-se também

valorizar essas necessidades externas.

Propomos fazé-lo com base em processos difusdo, uma classe especial de
processos estocaticos com trajectérias continuas. A melhor introducdo que
conhecemos aos processos difusdo ¢ a de Karlin e Taylor (1981) que em muitos

aspectos serve de base a corrente aplicagdo.

Considere-se entdo o processo difusdo X; (¢ > 0), representando o valor das

reservas do sistema no instante ¢, definido por
_ +
X, =Xx,+ X, - X,

onde X; ¢ uma difusdo que representa o valor total das entradas (inputs ou

contribui¢des) até ao instante z ¢ X ¢ outra difusdo que representa o valor total das

saidas (outputs ou pensdes) até ao instante ¢, ¢ seja a forma particular
¢ ¢ ¢

(1) X,=a+at+cW,—[ bXds=a+[ a=bXds+ [ cdlWV
0 0 0

onde W; é o movimento Browniano standard (Arnold (1974)) e A, a, b ¢ ¢ assumem

.. . + . .
valores positivos. Tem-se aqui X, =a e X, = as+ c/#/,, 0o movimento Browniano
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com inicio na origem e média e varidncia infinitésimais dadas por a e c2,
respectivamente. Aceitamos o movimento Browniano como aproximagdo ao
processo quando a seja convenientemente maior do que ¢ de forma que o

movimento Browniano se aproxime dum processo com incrementos ndo negativos.
r — Vs . r ’
Avanga-se também com X, =[; AXds, isto ¢ com o processo de saida com

diferencial no instante ¢ dado por b vezes o proprio valor X; das reservas do sistema.
Note-se que esta representagdo apenas faz sentido enquanto for X; > 0. Analisaremos
adiante esta questdo. Por enquanto vamos considerar o processo X; com espago de

estados no conjunto dos nimeros reais, sem restri¢des.

Destaque-se de (1) que X; ¢é o processo difusdo com média e variancia
e g e _ 2 =2
infinitésimais Uy (x)=a-bx e 0% (x)=c", onde se reconhece o processo

“mean-reverting” Ornstein-Uhlenbeck (Arnold(1974)). A equagdo integral
estocastica (1) ¢ uma equagdo linear (no sentido estrito) que admite a solucdo

explicita
/

2 x,= g(l —&yrac Y v | e,
0

E suficiente observar em (2) que a X; pode ser dada a forma
) Ly Loy
(3) X,=c”%, com Y,=d+af éds+cf éPdW,
0 0

para através do teorema de Itd verificar que a solucdo apresentada satisfaz a equacdo
inicial (Arnold(1974)). Propomos todavia uma abordagem alternativa, em alguns

aspectos mais simples.

Observe-se na solugdo (2) que o processo X;resulta da transformagao
¢
(4) X, =U,+1 fls) ds
0

onde

10
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I3
(5) U,= ae + [ ce_é/f's/a’WS
0

¢ o processo difusdo Ornstein-Uhlenbeck com inicio em Uy = 0 e média e variancia

infinitésimais p, (x) =- bx e Op (x) =P e

’ ¢
(6) [ S(s) ds=]| gg_bsdszg(l_e—bl)
0 0

Sabendo que transformacdes elementares de difusdes do tipo (4) originam processos

difusdo com os coeficientes (Bhattacharya e Waymire (1990))
¢ 5 5 ¢
Wy (42) = Wy (=] /() d)+ /() e 0% (t,2)= O (-] S(s) b)),
0 0
obtem-se

¢
My (2,0)==b(x—[ ae_bsds)-/-ae_b’ =a-bx e Gzy(f,x) =
0

como se queria verificar. A presente situagdo ¢ um caso especial em que por uma

modificagdo do tipo (4), uma difusdo homogénea gera outra difusdo homogénea

(homogeneidade em relagdo ao tempo), isto €, com coeficientes Uy € O%Y

independentes de ¢.

NOTA (1). Pode-se usar de imediato (4) e as caracteristicas conhecidas do
processo Ornstein-Uhlenbeck para concluir que X; ¢ um processo Gaussiano com as

seguintes fungdes valor esperado e covariancia (Arnold (1974)):

() EG)=EW, ] /) d)=adt 4=,
0

(8) COV(XS,X,)=COV(US,U,)=e‘”“*’/2%(em—1), (0<5< 7).

11
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. a a
Observe-se em particular que vem constante E(.X,) = y para a = y e que se tem de

modo geral lim,_ , E(X,) =

SN

NOTA(2). Nas condigdes apresentadas inicialmente, esclarega-se que se obtem

para o processo de saida

14
(9) X, =[ b¥ds =a+ X[ - X,
0

_ 4 — (s~ 4 —(1=s)
=G(l—eb[)+dj 1-e 2 “V)cz’s-l-c'[ l-e sa’l/I/S
0 0

14
= - THi- e+ ety &N s

onde, refira-se apenas, o ultimo integral ¢ obtido através da integragdo por partes de

=b(2-s5) _
c 6 I-¢ dw 1Y, ¢ ainda um processo Gaussiano (mas ja ndo um processo

de Markov) com funcdes valor esperado e covariancia que aqui se obtém com a
ajuda de (4) e das caracteristicas do processo Ornstein-Uhlenbeck integrado (Arnold

(1974)):
(100 E(X)) :E((}; BX ds) = bE((}; Ust-/-i z A2 duds)
:Qa—iblg(l—e_b’)vLaf ,
(1)  Cov(LX;, X;)= COV(E qua’u,{’) bX, du) = & COV(E Uudy,{[) U, du)
= Ps+ g(—y 26V 280~ ) _ gH)y (0< 52 /).

. : - a :
Em particular, vem linear E(.X, ) =4/ quando a = — e tem-se a assimptota

EU = ib1§+ at para a fungdo E(.X} ).

12
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2 - TEMPO ATE A RUINA. Seja Tq,, o tempo de primeira passagem por

¥ (-0 <y <o) do processo X;

]*a,yzinf{fzo:/l’,=)}, (74 = 74,0)

e p(a,y) a probabilidade de ser finito

p(a.y) =P (Ta,y <)
Considere-se o problema de ruina, quer dizer a avaliacdo de p(a)=p(a,0), a

probabilidade de ser finito o tempo de primeira passagem por 0 do processo X;. O
problema pode ser resolvido com o apoio das funcgdes escala e velocidade do
processo difusdo em causa. Seguimos Bhattacharya e Waymire (1990) neste
procedimento. Atendendo aos coeficientes W - (x) = a—bx e OEI’ (x) = &, obtem-

se para a fungdo escala

(12) s(x) = }( exp E—f 2U+(Z) dzgaj/, u arbitrario

u GX(Z)

_ ﬂ(by—d)za
= e Dd
5 P8 e F

e para a fun¢ao velocidade

m(x u/I’( ) E u o
(13) () = {{ X(J/) p@[ GX iz éld}/ arbitrario
2Vm O V2 (br-a) O 1D | o1)2

[e?

- b B E b E ) = \/ZT o

Pela avaliagdo da funcdo escala nos extremos do espago de estados pode-se

concluir que o processo X;. € um processo difusdo recorrente, uma vez que

s(-0)=-w e s(o)=c [ p(a,y)=1 para qualquer -oo <y <oo,

Considerando adicionalmente a fung¢do velocidade, as condigdes

13
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=) = =) = =T (o) > w0 ¢ m(w)< )

b

implicam recorréncia positiva para o processo difusdo no espago de estados (-0, ),
isto ¢, tempos de primeira passagem com valor esperado finito: E(7q,y) < o0. Obtem-

se nomeadamente no caso que interessa para definir E(7¢):

_% 2ym N2 (a- bz)D E(bz a)? EZ
8 Ela,) Ve s P52 7 e

Retemos que para o processo difusdo X; proposto inicialmente a ruina ¢ um

acontecimento certo, p(0)=1, em tempo com valor esperado finito, E(7q) < oo.

NOTA (3). Comegamos por chamar a atengdo que Tq y, 0 tempo de primeira

passagem do processo X;. por y (0 > y), pode ser interpretado também como o tempo
de primeira passagem do processo Ornstein-Uhlenbeck Uy. pela curva (1-— e_b’) a

Refira-se também que pode-se usar de imediato a fungdo escala em (12) para

definir a fungao

(1) =P(Zy , < 7y 0), 0SAS 5 |

correspondente a probabilidade de ndo ser inferior a y o maximo de X;. antes da ruina

(cOm valor 1 para o > y). Obtem-se (Bhattacharya e Waymire (1990))

o N2
[ e @(bz a) %dz
s(a)=s(0) _ I
s(»)=s(0) @(bz a)zg
| exph
0 E b

(15)  o(»)=

NOTA (4). As formulas (14) e (15) sdo resultados relevantes sem resolucao
numeérica directa. Para o primeiro caso, a formula (14), apresentamos na tabela
seguinte alguns resultados numéricos, obtidos com base na aproximacao pela regra

de Simpson

14
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o 2Vn | N2(a-62)0  B(éz-a)? B
E(7y) = g(x)dr, sendo g(x) = ) — expF————0
o ‘([) b E cvb E H b H
- G a 2a ) (980( ) (99a
TABELA 1 - RESULTADOS NUMERICOS PARA E(7y)
a a b c E(Tq) a a b c E(Tq)
1 10 1 3 32.353,20 2 6 2 2 42,42
10 10 1 3 37.472,41 3 6 2 2 43,47
1 10 10 3 0,45 2 6 3 2 8,11
10 10 10 3 0,73 3 6 3 2 8,46
1 10 2 3 110,51 5 6 1 2 5.117,45
1 10 5 3 2,07 1 6 5 2 1,66
10 10 5 3 3,08 5 6 5 2 2,24

3 - VALOR DO FINANCIAMENTO. Recorde-se que se verifica p(a,y) =1 e

E(Tq,y) < com qualquer y<0, para o processo difusdo X; definido em (1). Estas
condic¢des sdo incompativeis com a interpretagdo avancada inicialmente, uma vez

que, como se referiu, essa interpretagao so faz sentido enquanto for X; > 0.

Tendo em conta este aspecto, considere-se entdo o processo estocastico X, de

evolugdo do valor das reservas do fundo sob financiamento externo, obtido a partir
de X; sob o seguinte esquema de funcionamento: sempre que as reservas se esgotam
¢ entregue ao fundo uma prestagdo financeira com valor igual ao inicial, isto é, com

valor a. Isto corresponde a considerar uma barreira reflectora em 0 que produz como
efeito a reposicdo instantdnea do processo em 0. Tendo em conta que a difusdo de

origem ¢ homogénea em relagdo ao tempo, o processo X, sob a acgio desta barreira

¢ um processo regenerativo, pois reinicializa-se no instante de cada reflexao, isto &,

15
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¢época de regeneragdo. Esclarega-se que tomaremos as trajectorias de X, continuas a

direita, com X, = d para qualquer época de regeneragdo T > 0.

A sucessao de intervalos de tempo entre €pocas de regeneragao A1=Tq, A, Az,
... € uma sucessao de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

(i.i.d.) e a sucessdo Ty, T,, T3, ... de tempos de espera pela primeira, segunda,

terceira, ... regeneragdo vem entdo definida pela sucessdo de somas parciais de

variaveis aleatdrias i.i.d.

T, =48 1,77+, n=2,3,...

Seja agora o processo de renovamento N; definido da forma comum pela

sucessdo (alargada) de tempos de espera Ty =0, Ty, T, ...
N, zsup{n: Z, < /}

através do qual podemos definir de maneira mais formal o processo 4; de

financiamento, tal como anteriormente foi descrito, por

/Vl
A4,=5 R, (4,=0 se N, =0)

7=1
onde R, = a designa a n-ésima prestagdo financeira entregue ao fundo.

O processo A; € um processo tipico “renewal-reward” para o qual é valido o

teorema do renovamento (Tijms (1994))

E(4,) _ E(%,)
-y E(7y)

. A .
(16) 4 =|Im[_>007’=|lm[

_ a
a 2ﬁ¢D\6(a:/)z)D y H(sz- 2)? B

{)NZE b epa b %dz

Tem-se em particular, apenas para o valor da protec¢do contra o risco de ruina,

usando a regra de L'Hospital para determinar o seguinte limite iterado

16
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. . A . . E(4
(17) /0:|Ima_'0|lm[_>oo—;:|Ima_>0|lmt_'oo¥

1

2J— DQNFDX @dzg
Vb %75 p%?%

Pode ser util considerar, relativamente ao esquema de funcionamento

apresentado no inicio deste ponto, a colocagdo da barreira de reflexdo num ponto
diferente de 0, digamos em 3 (0 <3 < ). A adaptagdo dos resultados (16) e (17) a
esta situagdo ¢ imediata, tomando Ty g no lugar de T e fazendo Ry, = a - 3. Obtem-

S€

E(4,) _ E(%)
= T E(7, a,3)

a-f
« 24T D\E(a bz)D B(4z-2)* B
I b E b E ng b %dz

. A
(18) /O(,B=I|m,ﬁw7’=llm

E(4,)
!

. . A . .
(19) @B=|Ima_>|3|Iml_)oo7[=|lma_>8|lm,_'oo

a-B
2\1‘[ OV2(a- 2B) 5, B2 -2)* B
B o BPH e H

b

NOTA (5). Usamos o seguinte exemplo numérico para destacar a utilizagdo do

esquema de financiamento apresentado na formacdo da taxa do processo de saida
implicito em .¥,, digamos do processo .Y, . Recordando as observagdes

apresentadas no ponto 1, atendendo em particular ao caso o = 4, aquela taxa serd

(200 4 (A= —dE(;,Y’_) =at
) 50 2w BN2(a=42) B %M%d

Ic@%m‘bﬁgczg

17
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Por hipotese arbitrariamente escolhida, paraa=6,c=2ea*() = 1,1 a=6,6, a

expressao (20) ¢ satisfeita para o valor b =4,61.

NOTA (6). Vamos abordar brevemente nesta nota a formulagdo do valor actual
do financiamento quando este procedimento seja aplicavel, nomeadamente quando o
processo descrito corre sob a influéncia duma fung¢do de capitalizacdo, ¢ os
problemas que encontramos nessa valoriza¢do. Assim, quando for apropriada a
aplicagdo duma taxa de actualizagdo (deterministica), digamos com valor » (» > 0), o

valor actual do financiamento perpétuo € a variavel aleatoria

© =77
(21) B=5 ae’™n

7n=1

com valor esperado
ge —77 O ® =7t ® 7, —r7;
(22) E(A)=E oe "7O=a ¥ E(e"™”)=a y E7(e %)
g3 a¢p=ay >
=1 n=1 7=1

_ ag(e7a)
7-E(eTa)

A resolucao de (22) requer o conhecimento de E(e_rro‘ ) que enquanto fungdo

de r ¢ a transformada de Laplace do tempo de primeira passagem Ty. Em vez disso,

vamos considerar aquela fungdo dependente de q, isto é, v(Q) = E(e_rro‘ ). Sabe-se

que v, satisfaz a equacdo diferencial de 2* ordem (Karlin e Taylor (1981) e Feller

(1971))

1
— O'Ele”-/'LlXV,:/'V, com »(0) =1,

2
isto é
62 T L J— —
(23) ?V +(a—-ba)v'=rv, com r(0)=1.

A equacdo 823) admite uma solugdo geral expressa em série de poténcias (Apostol

(1969)), 3%_, 4,0”, com a forma

18
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n n

© © q
v(a) =hprp(a)+mn (@) =4y 3 —~hy,+h I —h,
n=0 7: n=0 72:

onde os coeficientes 4, e 4, podem ser obtidos através do seguinte esquema de

recorréncia
—2a 2+ (n—=2) b
(24)  Ao=L 41 =0, Ky, =5 4ou1 +M'{VQ”—2’
& &
_ _ _ 2a 2(r+ (72=2)b)
Ao0=0 Ay =l Ay = b T A

A condig¢ao de fronteira v(0)=1 implica a especializag¢do desta solugdo kp=1, obtendo-
se portanto v(0) = vo(Q) + k1 v1(0). A obtencdo duma solucdo particular fica agora

dependente de

E(e 7e)-1

v(€e) = v(0)
€ €

kl :VI(O):“mS_}O =Iim8_’0

Salientamos os artigos de Gerber e Pafumi (1998) e Figueira e Ferreira (2000)
que desenvolvem a resolugdo deste problema no caso em que o movimento

Browniano estd como modelo base.
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INTRODUCAO. Este projecto teve como principal objectivo a confirmacio

dos precos das opgdes vanilla cotadas pelo Central - Banco de Investimento.

Para tal foi necessario excluir varias hipoteses dos modelos tradicionais, como
por exemplo a hipotese dos mercados serem completos e a normalidade dos retornos,
e focar o estudo em modelos de mercados incompletos. Na pratica existem saltos no
valor das acg¢des, volatilidade estocastica e trading descontinuo que violam as
hipoteses de replicacdo e logo as de pricing por argumentos de ndo arbitragem e
risco neutrais. A falta de liquidez ¢ outro dos aspectos que impossibilitam a

utilizagdo dos modelos tradicionais.

Assim o preco das opgdes tem de ser definido ndo a partir de outros precos
mas sim, através do nosso grau de aversdo ao risco. Isto significa esquecer a teoria de
pricing tradicional sem preferéncias e voltar a introduzir alguma economia, aversao

ao risco, para suportar a analise.

O objectivo final ndo ¢ aprecar mas determinar um intervalo onde os pregos
dos derivados devem estar, o que servira para confirmar se 0s negocios estao de

acordo com o risco que se deseja assumir relativamente ao retorno esperado.

1 - NOCOES ECONOMICAS
1.1 - INTRODUCAO. Nas finan¢as modernas, os dois principios basicos

utilizados para aprecar activos financeiros sdo os da nao arbitragem e o do equilibrio.

O principio da ndo arbitragem ¢ bastante utilizado para aprecar derivados
financeiros, e estabelece que, em mercados financeiros que funcionam
correctamente, dois activos que tenham o mesmo payoff devem ser transaccionados

a0 mesmo precgo.
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Existem no entanto situa¢des em que este principio ndo tem possibilidade de
ser aplicado. Um exemplo disso ¢ quando ¢ introduzido um novo activo e este ndo
pode ser replicado pelos activos existentes. Nestas situagdes, ndo podemos utilizar o

principio da ndo arbitragem, mas podemos utilizar o principio do equilibrio.

Este principio permite analisar o mercado e o aprecamento dos activos de um
modo mais geral. Relaciona os precos dos activos com conceitos fundamentalmente
economicos, ¢ deste modo diz-nos de certa forma de onde véem os precos. Para
podermos aplica-lo temos de impor mais estruturas do que no principio de ndo

arbitragem, que simplesmente aceita os precos como dados.

No principio do equilibrio, assume-se o modelo a um periodo onde um
conjunto de individuos (agentes econémicos) transaccionam activos. Cada individuo
tem uma quantidade de recursos iniciais e existe um mercado financeiro onde estes
compram e vendem activos de modo a maximizarem a sua satisfagdo. Os precos de
equilibrio resultam da optimizacdo das acc¢des de todos os agentes do mercado. O
equilibrio ¢ atingido quando os pregos sdo tais que maximizam a utilidade esperada e

retiram ao agente o incentivo para transaccionar.

Os precos de equilibrio estdo relacionados com os atributos do agente na
economia, tais como preferéncias, crengas, € posses, assim como o tipo de estrutura
dos activos transaccionados. Se algum destes pardmetros mudar, o pregos de
equilibrio vao igualmente mudar. Se o mercado estiver em equilibrio, podemos
reparar que este ndo permite oportunidades de arbitragem, caso contrario, se existir
um conjunto de precos que permitam oportunidades de arbitragem, os agentes podem
melhorar a utilidade a um custo nulo. Mas isto contradiz o principio das utilidades
estarem ja maximizadas. Portanto, qualquer dos dois principios leva a uma forma de

apregamento consistente.

O principio do equilibrio tem um papel muito importante nas finangas
modernas, podendo ser obtido através dele muitos modelos para aprecar activos,

como por exemplo o Capital Asset Pricing Model e a formula de Black-Scholes.
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1.2 - AVERSAO AO RISCO. Assuma-se que se prefere mais riqueza a menos,
isto ¢, a utilidade marginal da riqueza ¢ positiva — U’(W)>0. Consideremos um
jogo em que se pode ganhar 100 u.m. com probabilidade 0,1 ou 0 u.m. com
probabilidade 0,9, ou seja, G(100, 0; 0,1). Serd que preferimos o valor actuarial do
jogo sem risco (isto €, o valor esperado dos resultados) ou o jogo em si? Por outras
palavras, preferimos receber 10 u.m. sem risco ou arriscar um jogo em que podemos
ganhar 100 u.m. com probabilidade 0,1 ou 0 u.m. com probabilidade 0,9? Uma
pessoa que prefere o jogo € risk lover; uma pessoa indiferente entre estas duas
alternativas ¢ risco neutral; finalmente uma pessoa que prefira o valor actuarial sem

risco € aversa ao risco.

Comparemos agora o valor esperado da utilidade do jogo E[U(W)], com o
valor da utilidade esperada, isto é, U[E(W)], que ndo ¢ mais que a utilidade do valor

actuarial do jogo. Assim:

U[E(W)] > E[U(W)] O o individuo ¢ averso ao risco (atribui mais utilidade
ao valor actuarial do jogo que ao jogo em si)
U[E(W)] = E[U(W)] O o individuo € risco neutral (atribui igual utilidade ao

valor actuarial do jogo que ao jogo)

U[E(W)] < E[U(W)] O o individuo ¢ risk lover (atribui mais utilidade ao

jogo do que ao valor actuarial)

Outra forma de distinguir as atitudes dos individuos perante o risco ¢ através da

segunda derivada da funcdo utilidade. Se:

”’(W)<0, ou seja, a funcdo utilidade é concava [1 o individuo € averso ao
risco

U’ (W)=0, ou seja, a funcao utilidade ¢ linear [1 o individuo € risco neutral

U’ (W)>0, ou seja, a funcao utilidade € convexa [ o individuo & risk lover

Como se pode ver pela figura seguinte:
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U(W)A UwW) \ o
U U(b Ut
U(a)., Uta
U@y :
a b /W a b W a b /W
(@ o) ©

1.3 - MEDIDAS DE RISCO. E ainda possivel calcular a quantidade maxima de

riqueza que um individuo tem que receber para assumir um determinado risco. A esta
quantidade da-se o nome de prémio de risco (ou T ¢ ¢ medida pela diferenca entre a

riqueza esperada de um individuo face ao activo com risco e o nivel de riqueza (sem
risco) que o individuo estaria disposto a aceitar em vez do activo com risco, isto €, o

seu certainty equivalent wealth, que varia de individuo para individuo. Assim,

certainty equivalent wealth = U'I[E(U(W))]
riqueza esperada = E(W)

prémio de risco = riqueza esperada - certainty equivalent wealth

Outra alternativa ¢ considerar o custo do risco, isto ¢, a diferenga entre a

riqueza actual de um individuo e o seu certainty equivalent wealth. Assim,
custo do risco = riqueza actual - certainty equivalent wealth

Se assumirmos que os individuos s@o aversos ao risco, entao pode-se provar

(ver Copeland, 1992 pag. 88 e 89) que, o prémio de risco ¢ igual a

nzlc,z%U"(W)E
z
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1
A que se dd o nome de Medida de Pratt-Arrow. Como 2—02 ¢ sempre

positivo, o sinal da medida de Pratt-Arrow ¢ dado pelo termo entre paréntesis.

Defina-se entdo absolute risk aversion (ARA) como,

__ Uv ’(W)
U'(W)
Este nome deriva do facto da ARA medir a aversdo ao risco para um dado nivel

de riqueza. Se multiplicarmos a medida anterior pelo nivel de riqueza obtemos a

relative risk aversion (RRA),
_yU'(W)

A oWy

1.4 - PURE SECURITIES. Uma pure ou Arrow-Debreu security é definida
como sendo um activo que paga 1 u.m. no fim do periodo se um dado estado ocorrer
e que ndo paga nada se ocorrer qualquer outro estado. Este conceito permite a
decomposicdo logica dos activos de mercado em carteiras de pure securities.

Podemos entdo considerar que todos os activos de mercado sdo combinacdes de

varias pure securities.

1.4.1 - MERCADO COMPLETO. Vamos em seguida demonstrar como ¢ que
num mercado perfeito, onde ndo ha custos de transac¢do, e completo, isto ¢, onde
qualquer payoff pode ser replicado por activos existentes em bolsa, pode ser obtido o
preco de uma pure security: a partir do valor esperado da utilidade (1); a partir dos
activos existentes no mercado e como obter os pregos dos outros activos através dos

pregos implicitos das pure securities (2).

(1) Consideremos entdo que temos dois estados ¢ dois periodos econémicos,
isto é, uma economia que, em t+1, pode estar no estado w; com probabilidade P; ou

no estado w, com probabilidade P, (com P+ P,=1). Existem duas pure securities:

A(w) que paga 1 u.m. no estado w; e 0 u.m. no estado w,

A(w,) que paga 0 u.m. no estado w; e 1 u.m. no estado w,
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Chamamos A; e A, aos pregos, no momento t, de A(w;) ¢ A(w,),
respectivamente. Existe um investidor cuja funcdo utilidade U(. ) ¢ definida da

seguinte forma:

U =u(c) +E[u(c+1)]

onde C; é o valor de consumo no momento t ¢ u’>0, u’’<0. O investidor escolhe a
quantidade (N; e N,) de activos a investir e quanto consumir em cada periodo (c; e

ci1) tal que U() € maximizada.

max :{”(C,) +E,[”(C,+1)]}

cl,clﬂ,/\/l,/\/Z

com W; — ¢, = A|N; + Ay N, e onde W, ¢ a riqueza inicial. Para resolver este
problema, resolvemos a equagdo anterior em ordem a c; e desenvolvemos o valor

esperado da utilidade no momento t+1, da seguinte forma:

ce=Wi- AN -Ay N,

E,Ju(c,w)) = P, BADN,) + P, B NV,)

Este problema pode agora ser re-escrito como:
max =u(W, = 4, = 4 IN,) + RU(N,) + P, (N,)
M,N2

As condigdes de primeira ordem sao:

~Au (W, AN, - 4N,) + R (N) =0
~ (W, = 4N, = 4N)) + B W (N,) =0
(i (W)

A =P
N uTew)

u\Cr1\W))

onde

¢ conhecido como pricing Kernel ou IMRS (inter-temporal marginal

rate of substitution).
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(2) Vamos agora desenvolver a relagdo entre os precos das  pure securities ¢

dos activos de mercado em mercados perfeitos e completos.

A notagdo que vai ser utilizada ¢ a seguinte:
ps = preco das pure securities
pj = preco dos activos de mercado

TG, = probabilidades dos estados — probabilidades individuais

Q, = numero de pure securities

Uma vez que sabemos os pregos dos activos de mercado, podemos determinar
os pregos implicitos das pure securities. Consideremos o activo j, que paga 10 u.m.
monetarias se o estado 1 ocorrer e 20 u.m. se o estado 2 ocorrer ¢ o seu prego de 8
u.m.. O activo &k paga 30 u.m. se o estado 1 ocorrer ¢ 10 u.m. se o estado 2 ocorrer ¢

o seu preco ¢ 9 u.m.. O Quadro 2 resume esta informagao:

Quadro 2 — Payoffs dos Activos j e k

Activo Estado 1 Estado 2
J 10 um. 20 u.m. pj= 8 um.
k 30 u.m. 10 u.m. pj=9um.

Recordemos que uma pure securitie paga 1 u.m. se um determinado estado

ocorrer ¢ ndo paga nada se qualquer outro estado ocorrer.

As equacdes para determinar o preco das duas pure securities deste exemplo

pi=p1 Qi1+ p2Qj2,
P =P1 Qr1 + p2 Quo,

onde Q; representa a quantidade de pure securities que pagam 1 u.m. no estado 1.

Substituindo os valores dos payoffs dos activos j e k nas duas equacdes anteriores,
vem:

8um.=p; 10+ p, 20,
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9um.=p; 30+ p, 10,
p1=0.20 um., p,=0.30 u.m.

Devemos notar que o p; de 0,20 u.m. e o p, de 0,30 u.m. sdo os precos das pure
securities € ndo os precos dos activos de mercado j e k. O activos j e k representam
carteiras de pure securties. Estes resultados indicam que para a pure secuity 1 ¢
requerido um pagamento de 0,20 u.m. para haver a garantia de pagamento de 1 u.m.,
caso o estado 1 ocorra. O conceito de pure security ¢ bastante util em termos
analiticos bem como para fornecer uma descricdo simples de incerteza para as

analise financeiras.

1.5 - RELACAO ENTRE OS MODELOS DE EQUILIBRIO E DE NAO
ARBITRAGEM A UM PERIODO. Existem duas aproximacdes possiveis para

aprecar derivados: por equilibrio ou por ndo arbitragem.

Nos modelos de equilibrio o preco de um derivado ¢ expresso como sendo o

valor médio do seu payoff multiplicado por uma variavel aleatoria, isto é,

W (),
=E'[2,%]= 2 PO L X (@ F WX (@)

onde,

Xj € o prego do derivado

Xj(w) € o payoff do derivado

«(e @) : L L
Z,= ¢ o marginal rate of substitution ( W J Q e Q ¢ o conjunto dos
u' cl(a))

estados possiveis para a acgao)

Weo € 0 prego da Arrow-Debreu correspondente ao estado w

O valor médio ¢ calculado usando as probabilidades subjectivas (medida P)

dos agentes do mercado, que se supoem serem homogéneas.

32



APRECAMENTO DE OPCOES EM MERCADOS INCOMPLETOS

Nos modelos de niao arbitragem, o aprecamento ¢ feito usando as
probabilidades risco neutrais. Assim supondo que o mercado ¢ livre de arbitragem,
qualquer derivado que possa ser replicado através de outros activos existentes em
bolsa, pode ser aprecado através do valor médio do seu payoff descontado, calculado

com a probabilidade risco neutral, isto &,
Xj = E9 X; 1/ (1+1i¢), onde i € taxa de juro do activo sem risco.

A probabilidade risco neutral ¢ a medida de probabilidade gerada pelos pregos

dos activos existentes em bolsa (medida Q ).

1.5.1 - RELACAO ENTRE AS MEDIDAS P E Q. Normalmente as medidas P
e Q ndo sdo iguais (a menos que os agentes do mercado sejam risco neutrais), mas €
possivel establecer uma ligacdo entre elas através da seguinte equagdo, valida para

cada estado possivel da ac¢do, ver (Equilibrium Pricing pag. 156, 157):

q(w) = p(w) Z (1 +1if)
A Z; (1 +1i;) da-se o nome de discount factor (no capitulo 2 corresponde aos

d;), e permite passar de probabilidades subjectivas para probabilidades risco neutrais.

2 - CALCULO DOS LIMITES PARA OS PRECOS DAS OPCOES. O modelo
de aprecamento de opgdes de Black-Scholes ¢ livre de preferéncias. A sua
simplicidade advém do pressuposto continuous-trading que permite construir uma
carteira de acgdes e obrigacdes de modo a replicar o payout da opgao. No entanto,
em mercados incompletos, onde o rebalancing nao ¢ continuo, ndo se podem aprecar

opgdes sem ter em conta as preferéncias dos investidores.

2.1 - NOTACOES. Prego actual (final) da ac¢io = Sy (St). Preco actual (final)
da opgao = Cy (Crt). Preco de exercicio = X. Tempo até maturidade = T. Taxa livre

de risco =r. p seja R = exp(rT)
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Para o problema a um periodo, sem dividendos, a lei do prego unico implica

que o valor do activo pode ser escrito como

em que s; representa o valor do activo no estado j € ¢; o prego actual de uma Arrow-
Debreu que paga 1 um. em T, se o estado j ocorrer. Deve-se assumir que os estados
estdo ordenados em termos de riqueza agregada , sendo o estado 1 o estado com

menor riqueza agregada.

Consideremos que By ¢ o valor actual de uma carteira qu contém todas as

Arrow-Debreu. Isto é:

B, = § e,
=

Uma vez que esta carteira ndo tem risco, temos que:
Z —1
By = z e,= R 3)
el

Finalmente, seja ¢; o payout de uma op¢ao no estado j. Claramente,

c; =Max\0,s;, —X) j=12,--,n

Assume-se também que os payouts da call aumentam a medida que a riqueza

agregada aumenta.

2.2 - LIMITES PARA AS OPCOES EM MERCADOS INCOMPLETOS E
AVERSOS AO RISCO. Em seguida vao ser desenvolvidos, segundo Ritchken,
limites para os pregos das opgdes recorrendo a programacao linear e tendo por base

os pregos Arrow-Debreu em mercados incompletos.

Sob um conjunto de pressupostos especificos, os programas de programagdo

linear sdo formulados tendo como func¢do objectivo a optimizacdo do prego da call.
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Os limites superiores e inferiores sdo determinados maximizando € minimizando,

respectivamente, a fungdo objectivo.

As restricdes impostas sdo que o investidor prefira ser mais rico do que menos,
a aversio ao risco ¢ a existéncia de um conjunto de probabilidades para os

diferentes estados do mundo. Especificamente, temos que

e.=md. j=1,23,.n
J J 7

em que TG representa a probabilidade do estado j ocorrer € d; é o discount factor
que TG rep p J i

(Capitulo 1) que é ndo crescente em relagdo a riqueza agregada.

Isto é:

Com estes pressupostos temos o seguinte problema de optimizacao:

7
Mipimizar (c]‘[ .)a’.
rdj J J] J
J

/=1
. . ” d 1
sujeito a /Zl(sjnj) =5 (P1)
S 1T .d
ea Snd. =5
= 0
6271262’22073- >d 20

Este problema de programagao linear tem n+1 restrigdes. No entanto, fazendo a
transformacao seguinte, pode ser convertido num problema de programacao linear de

apenas duas restri¢oes.

Sejam x, X,, ..., X, variaveis ndo negativas tais que

:

x/. = dj J=12,3,---,;m
J=1

35



APRECAMENTO DE OPCOES EM MERCADOS INCOMPLETOS

onde

Entdo o problema de optimizagdo pode ser escrito como:

Minimizar ngg;é
?xj} .

sujeito a 0 0 er =B (P2)
: 2 B2 HG TR

Fazendo

O problema (P2) ¢ dado por:

7
Minimizar c¢= c.y.
o 37,
x, J=

n
sujeito a Y V.= 8, (P3)
=
ea z s V= =35,
=17

ijO J=12,.n

_J _ 7 J
ool Sn s fan/f

sdo, respectivamente, o valor esperado do prego ac¢do e o valor esperado do prego da

op¢ao, condicionados ao preco da acgdo ser menor que s; na data de vencimento.

Se a fung¢do linear que liga as coordenadas adjacentes (3/.,2/.) for convexa podemos

obter limites para os precos das op¢des utilizando a Proposicao 1.

PROPOSICAO 1
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@) A solucdo optima para o problema de maximizacao (P3) ¢ dada por:
Cma'xzzlyl +Z’”1}/” ®)

(ii) A solucdo optima para o problema de minimizacgao (P3) ¢ dada por:
L _ _  _ o/ _ [
Cc . = S —Ca S T8 +
i %ﬁj §+ES,/By / El/gy/ 1 %50
J

0
+ %‘fj*ﬂ _E/.* El/ 7 _‘;j* %5'0 (©)

onde j* ¢ escolhido de forma que

3 - ESTIMACAO DE PROBABILIDADES. Para calcular os limites superior e
inferior para o preco de uma call option vamos supor, como ja foi referido no
capitulo anterior, que existe um conjunto de probabilidades apriori para o valor da

accdo (sobre a qual foi feita a call) em determinados estados do mundo.

Existem muitos métodos para estimar a fung¢do densidade futura do preco de
uma acc¢do sabendo o seu preco hoje. Estes métodos dividem-se em dois grandes
grupos, os métodos paramétricos e os ndo paramétricos. Para os primeiros assume-se
que os dados seguem uma distribui¢do conhecida, sendo apenas necessario estimar
os parametros dessa distribuicao, por exemplo, a féormula de Black-Scholes para o
aprecamento de opg¢des assume que o valor das acgdes segue uma distribuicao
lognormal. No entanto, para além destes métodos serem limitativos no sentido que
nos impdem um tipo de curva para a fun¢do densidade dos dados, segundo alguns
autores (Sahalia 94), a evidéncia empirica sugere que os modelos paramétricos sdo
inconsistentes com o comportamento recente dos mercados financeiros. Os métodos
ndo paramétricos, por outro lado, ndo supdem a existéncia apriori de uma
distribui¢do para os dados, mas usam esses mesmo dados para construir a fungdo
distribui¢do. Assim uma aproximagao ndo paramétrica do problema pareceu-nos

mais adequada.
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Sahalia, no artigo ja citado anteriormente, propde o uso de func¢des kernel para

estimar o comportamento das ac¢des daqui a um periodo sabendo o seu valor hoje.

3.1 - ESTIMACAO NAO PARAMETRICA DE FUNCOES DENSIDADE -
FUNCOES KERNEL. Suponhamos uma amostra X;, X, ..., X, de uma populacgio

com fungdo densidade de probabilidade f(x) € uma sua realizagio x;, x5, ..., X,. Uma

estimativa natural do valor de F(x) = P ( X < x ), isto ¢, o valor da fungdo de

distribui¢do num ponto x, ¢ a fungdo distribui¢ao empirica.
Defini¢ao — Seja X(1), X(2), ... , X(n) uma estatistica ordinal de Xy, X2, ..., Xj .

Consideremos a seguinte fungao:

Mm,x<X
0 M

_k
Fn(X)_EP_ ,X(k)sxsX

g =% m

oy (K=1L20,n=1)

O valor n Fy(x) é o nimero de Xy (com k menor que n) que sdo menores que X.

A Fp(x) da-se o nome de Funcio de distribui¢do empirica.

Quando se estuda populagdes com distribuigdes continuas, muitas vezes,
(Pestman), a fun¢do distribuicdo empirica é usada de forma alargada. A funcdo

densidade seguinte ¢ um exemplo,

g 1 X7l )
ZlH H E

fn, 1)

1
ni

A fungio k da-se o nome de kernel da estimagio, H ¢ a band width (largura da

banda) e fom(X) ¢a func¢io densidade kernel estimada.

3.2 - METODO DE ESTIMACAO DAS PROBABILIDADES DA ACCAO.

Consideremos uma série temporal didria de valores da ac¢do, de dimensdo n. O nosso
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objectivo ¢ estimar a fun¢do densidade da ac¢do no proximo periodo - S¢, onde t ndo

tem necessariamente que ser um dia, sabendo o valor da ac¢ao hoje — So.

3.2.1 - RELACAO ENTRE A FUNCAO DENSIDADE ESTIMADA DA
ACCAO E DOS RETORNOS. A partir desta série temporal, calculemos os retornos
continuos logaritmicos para o periodo t.

DSt 0
u= logd—20 ondet -t =t
S 2 1

4

A fungao densidade kernel estimadora da fungdo densidade g(u) dos retornos ¢é

dada por:
Mas,
() 1 n lkDJ—UiD ®
Yn.H) n i; H H H
Iog(s/SO)
F(s):P(Stss): fg(u)du
E portanto,
dF(s) 0 Usg ad 1 SO
f(&)=———=gdogox = *—~ =
0s 0 DS()DD SO S
= f(s)=gdogo—pox -
0 0500 S

Assim concluimos que,

g(log(S,/S,) . g log(S,/S,)
f(S,)= ( < 0) e finm(S)= (”'H)(S ) )
t t

E a fun¢do densidade kernel estimadora da fungdo densidade f(s) da acgdo é dada
por:

1 Iog(St/SO) —u;

- _ 1 0 O
™ s Zwg g 19
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3.2.2 - CALCULO DAS FUNCOES DENSIDADE ESTIMADAS DA
ACCAO E DOS RETORNOS. Neste trabalho optdmos por escolher para fungio
kernel a mesma que (Sahalia 91) usou para estimar a fun¢do densidade das acgoes,

ou seja,

1 2
-—X

_ 1
K=~ e

e por simplicidade escolhemos um H(n) polinomial da forma,

Hn)=An G, onde A e d sdo constantes

Queremos que H(n) verifique as seguintes condigdes e portanto:

Iim HnN)=0 O & 0

n - +oo

Iim nH(n)=+0 0O + & 0= - 1

N +oo

Logo —-1<a <0.

(Rosenblatt 55) e (Révész) aconselham o uso de o = -1/5.

Para A resolvemos usar A = g, onde Oy ¢ desvio padrao dos retornos.
Hmn)= o,n"” (11)

Portanto usaremos para funcao kernel estimada dos retornos a seguinte funcao:

4 f (S)= ! o1 BIDIOg(St/SO)_UiDZE 13
(8= -175 t-gwﬁeXpUEQ PR TE @E (13)
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3.3.3 - CALCULO DAS PROBABILIDADES PARA AS ACCOES.
Conseguimos assim estimar uma funciao densidade continua para o valor das ac¢des
no préximo periodo, mas o que pretendemos obter ¢ um conjunto de probabilidades
para um dado niimero de estados, como para uma fung¢do distribuicdo continua a
probabilidade num ponto ¢ nula. Decidimos aproximar a fun¢ao dada por (13), por

uma fung¢do discreta do seguinte modo:

Seja [1 >0, entdo
F3(st:s):P(st Os 0,40 [) (14)

s+0

De seguida obtivemos uma expressio explicita para P(S; =8) = If(s) ds
s—0

IS(ST =s)=%_£l(cb(C2’i) —CD(CM)) (15)

Onde,
_log(s—0) —log(Sp) —u; | _ log(s+0L)—log(Sy) —u;

€v2i 5

Li
o,n

7o

o,n

4 — ESTUDO DAS PROBABILIDADES DAS ACCOES. A seguir
apresentamos alguns resultados da estimacdo de probabilidades usando fungdes

kernel.

Utilizdmos para este estudo uma série historica diaria de valores de fecho do
indice PSI 20 de 9 de Fevereiro a 27 de Junho de 2000, prefazendo um total de 94
dados. Assumimos que o valor Sg da acgdo correspondia ao valor ocorrido em 27 de

Junho de 2000, assim Sp=11818,21.

A seguir apresentamos um grafico dos dados:
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PSI 20
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Grifico inicial - Valores do Indice PSI 20 de 9 de Fevereiro a 27 de Junho de 2000

Como se pode verificar pelo grafico a série apresenta uma tendéncia
decrescente, sendo 13.470,47 o valor do indice em 9 de Fevereiro de 2000 e

11.818,21 o seu valor em 27 de Junho de 2000.

Quando, no capitulo anterior, faldmos na estimac¢do das probabilidades das
accoes usando fungdes kernel, deixamos duas questdes em aberto. Como o valor do
indice no préximo periodo apresenta uma distribui¢do continua, e queremos
considerar apenas alguns valores possiveis para esse mesmo indice, isto €, queremos

discretizar a distribuicdo, que valores deverdo ser escolhidos para os estados

possiveis? E ainda que valor de [ utilizar para discretizar a distribui¢ado?

4.1 - ESCOLHA DOS ESTADOS PARA A ACCAO. Optamos por gerar 0s

estados possiveis para a ac¢do no proximo periodo da seguinte maneira:

Comegamos por considerar aquele que devera ser o valor mais provavel para a

accdo, ou seja,

S =Sgexp ( Hy) (1) , onde Wy ¢ o valor médio dos retornos continuos

logaritmicos considerados.
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Note-se que se suposermos, como no modelo de Black-Scholes que os retornos
continuos logaritmicos seguem uma distribuicdo normal entdo S, o valor da ac¢do no

proximo periodo, segue uma distribuicao lognormal em que:
E (St)=Soexp (M)

O valor |y sera estimado pela média dos retornos considerados X, .

A probabilidade de Sp ¢ dada, como ja tinhamos visto, por,
5 - —_pU _ O
P(St_su)_PDStDSu D,SﬂD 0 (2

A seguir, consideramos os estados que distam 2 [] deste valor, ou seja, S d- 2[]
e Sp+20, seguidamente escolhemos os estados que distam 4[] de Sy, isto &, Sp-40J e

Sp+400 e assim sucessivamente, como se pode ver na figura.

20 20 20 20 20
4 Y Y Y Y \

| | | | |
Su-40 Su-20 Su Spu+20 Sp+40

Figura 4.1. Explicacdo da maneira como foram gerados os estados futuros da accdo

A razdo da escolha destes valores reside no facto de, ao termos descritizado a
fungdo usando o raciocinio expresso em (2), este espagamento dividir a area debaixo
da fun¢do densidade estimada em parcelas que ndo se sobrepdem e sem espagos

livres entre elas, como se pode ver pela figura.

Sao gerados estados até a soma das probabilidades desses mesmos estados

atingir um numero fixado pelo utilizador.

4.2 - ESCOLHA DO VALOR DE U E DA PROBABILIDADE FIXADA. Em

seguida ¢ preciso atribuir valores a [1. [1 deve ser pequeno em relagdo aos valores da
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série historica, assim optamos for fazer depender este valor de S como foi definido
em (1). Portanto,

J=Su % ¢, onde ¢ € uma constante que verifica 0 <c <1

Depois de fazer simulagdo concluimos que o valor de [ ndo influéncia a forma

da curva. Face aos resultados obtidos optamos por adoptar ¢ = 0,001 ¢ fixar uma
probabilidade total para os estados de pelo menos 0,999. Ambos estes valores estdo

expressos no grafico seguinte.

Grafico 2

0,0600 -

0,0500 RS
(7] ¢ *
o *
T 0,0400 o .
o} * "
= 0,0300 o .
© ” *
20,0200 3 s
= 4 .
s * o

0,0100 ,6' .

oo *ee
010000 *M‘ T T T T T M 1
11000 11200 11400 11600 11800 12000 12200 12400 12600
valor da acgao

5 — ESTUDO DOS LIMITES PARA OS PRE¢OS DAS OPCOES.
Consideremos a mesma série historica do capitulo anterior, isto é, uma série historica
diaria de valores de fecho do indice PSI 20 de 9 de Fevereiro a 27 de Junho de 2000,
prefazendo um total de 94 dados. Programamos uma Macro de EXCEL para
calcularmos os limites para as opg¢des através do método a que nos proposemos (ver

Capitulo 2). Ao contrario do capitulo anterior o valor S ndo ¢ o valor de 27 de Junho

de 2000, mas sim um valor inserido pelo utilizador.

Obtivemos os seguintes resultados:
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| S0 | 11800 |
Call [ Call2 | Call3 | Call4 | Call5 | Call6 | Call7
B0 1,000 [ 1,000 [ 0,999 [ 1,000 [ 0999 | 1,000 [ 0,999
K 11800 | 11800 | 11800 | 11900 | 11900 | 11700 | 11700
r 0,00008 | 0,00041 [ 0,00082 | 0,00041 | 0,00082 | 0,00041 | 0,001
Maturidade 1 5 10 5 10 5 10

Cmax 72,664 | 156,487 | 227,780 | 113,261 | 187,637 | 208,347 | 272,670
Cmin

[ Cmin Merton | 20,970 | 24,848 | 29,695 | 0,000 | 0,000 | 124,807 | 129,612 |

Black-Scholes| 63,548 | 140,805 @ 205,016 | 96,546 | 159,079 | 196,479 | 258,866
Vol. anual 0,256 0,251 0,257 0,251 0,257 0,251 0,257

Note-se que ndo se conseguiu calcular os limites inferiores para nenhuma das
opcdes apresentadas. No capitulo anterior salientamos o facto da série historica
escolhida apresentar uma tendéncia decrescente. Ora, a metodologia que utilizdmos
para desenvolver o nosso estudo, pressuponha que os individuos eram aversos ao
risco, isto €, precisavam de um incentivo para investir em activos com risco. Esse
incentivo seria um valor esperado dos retornos superior a taxa de juro sem risco.
Neste caso isso ndo se passa, dai ndo termos conseguido calcular os limites
inferiores. Para tentar colmatar essa falha apresentamos os limites inferiores de

Merton, calculados por ndo arbitragem.

limite inferior de Merton = (Sy — K) exp(-r)

Verifica-se que o valor da opcdo dado pela formula de Black-Scholes, se
encontra, em todos os casos, entre este valor e o limite superior que conseguimos

calcular.

Seguidamente reparamos que os primeiros valores da série apresentam uma
tendéncia crescente e resolvemos aprecar op¢des apenas considerando os primeiros
24 valores. Assim, consideramos uma série de apenas um més de valores, de 9 de

Fevereiro a 10 de Margo.

Obtivemos os seguintes resultados:
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| S0 | 14700 |
Call1 Call 2 Call 3 Call 4 Call 5 Call 6 Call 7
B0 1,000 1,000 0,999 1,000 0,999 1,000 0,999
K 14700 14700 14700 14800 14800 14600 14600
r 0,00008 | 0,00041 [ 0,00082 | 0,00041 | 0,00082 | 0,00041 | 0,00082
Maturidade 1 5 10 5 10 5 10

Cmax 91,530 | 245,392 | 207,326 | 192,366 | 184,214 | 304,986 | 230,843
Cmin 49,421 | 45,329 | 43,473 | 4,928 2,645 | 118,430 | 119,538

[Cmin Merton | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,00 | 0,000 | 0,000 |

Black-Scholes| 53,131 | 100,750 | 109,129 | 58,147 | 65,293 | 159,408 | 168,200
Vol. anual 0,171 0,142 0,106 0,142 0,106 0,142 0,106

S6é com os primeiros 24 valores da série do PSI 20, j& conseguimos calcular
limites inferiores para o valor das opg¢des. Portanto tudo leva a quer que o facto de
ndo termos conseguido calcular limites inferiores para o caso anterior, se prende com
o facto de a série apresentar uma tendéncia decrescente. Note-se ainda que para as
opcdes in-the-money os limites inferiores calculados apresentam melhorias

substanciais em relacao aos limites inferiores de Merton.

0 Estudo da strike price das opcoes (Sy=14700 e maturidade a S dias)

Strike price

500 -
400 o~

P~
0 . \‘gﬂ;bn\’-\*

T d T =l 1

14400 14500 14600 14700 14800 14900 15000

|+ Cmax-X-Cmin 0 Cmin Merton —&— Black-Scholes |
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Como se pode ver pelo grafico a medida que a maturidade se afasta do valor at-
the-money o valor inferior calculado aproxima-se do limite inferior de Merton e do

valor de Black-Scholes.

© Estudo da maturidade das opcoes (S9p=14700 opcdes at-the-money)

Maturidade
350

300 e —
250

200
100 X X

(8 X
0 A- —k A —k A— —k A
1 2 3 4 5 6 7

‘—Q—Cméx —m—Cmin —A—Cmin Merton —x—BIack-SchoIeS‘

O limite superior e o valor de Black-Scholes aumentam a medida que a
maturidade aumenta, como seria de esperar, o limite inferior ¢ mais inconstante, mas
convém nao esquecer que a série historica s6 tem 24 valores e que, por exemplo, para

uma maturidade de 7 dias foram apenas usados 17 retornos.

6 - CONCLUSAO. Establecer limites nos precos das opcdes em Mercados
Incompletos € importante, pois como se viu, ndo se t€m que impor muitas restricdes
para os conseguirmos calcular. Se suposermos apenas que os individuos preferem
mais riqueza a menos, que S30 aversos ao risco € conseguirmos estimar
probabilidades para o periodo seguinte da acc¢do (sobre a qual foi feita a opcao),
obtemos limites muito mais apertados que os limites de Merton, que advém do

principio de ndo arbitragem.

O pressuposto que os individuos sdo aversos ao risco, implica, no nosso
entender que se a série historica das acg¢des, usada para estimar as probabilidades
para o proximo estado, apresentar uma tendéncia decrescente seja impossivel

calcular limites inferiores através do método que nos proposemos. Neste caso,
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tivemos em conta apenas o limite superior ¢ usamos para limite inferior o limite

inferior de Merton
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METODOS ALTERNATIVOS DE APRECAMENTO DE OPCOES SOBRE
FUTUROS. APLICACOES AO CASO PORTUGUES

RESUMO. O trabalho surge da necessidade de adaptar os problemas reais aos
modelos tedricos. Um dos grandes problemas no mundo da opgdes ¢ o chamado
“efeito sorriso”. Pretende-se dar uma nova forma de utilizagdo mais pratica dos
modelos. Até agora estandardizados ¢ possivel moldar os modelos de modo a serem
adaptados a realidade de apre¢amento do dia-a-dia. Neste trabalho mostram-se trés
processos alternativos : uma arvore binomial que assume uma distribui¢do implicita,
a formula de Black-Scholes com ajustamentos tendo em conta o terceiro e o quarto
momento da distribuicdo e, por ultimo, assumindo que o processo de pregos do
activo subjacente ¢ definido por um processo estocastico em que um dos parametros,

a volatilidade, ¢ um outro processo estocastico.
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INTRODUCAO. O trabalho que se desenvolveu destina-se a um estudo

exaustivo do efeifo sorriso dos derivados, em particular, sobre opgdes de futuros.

A complexidade do mundo financeiro obriga a inovag¢do. No entanto, esta
inovagdo tem de ser continua, porque os negocios nao param e quando uma entidade
pensa que descobriu a formula magica, esta apenas o sera enquanto nao for divulgada

ou descoberta por outros.

Afinal, o mundo financeiro ¢ mais lucrativo para quem esta na posse de maior

informagdo, quer humana, quer técnica.

O mundo financeiro roda em volta das pessoas que ai participam ndo sendo de
estranhar que a ambiguidade de qualquer modelo matematico ndo ¢ tdo complexa

quanto a de uma pessoa quanto mais de um universo de pessoas.

Com este trabalho apenas e somente se pretendeu tornar a realidade mais
chegada aos modelos tedricos que estdo atras de uma analise tedrica. Porque quer se
queira ou ndo, a analise tedrica ¢ necessaria, apesar do factor preponderante nas
decisdes do gestor ser ele proprio que € o responsavel e sabe que os modelos sdo
fiaveis apenas num certo grau. Consequentemente, o grau de decisdo ¢ feito tendo em
conta dois pesos € 0 maior pertence sempre ao gestor. O que se pretende no futuro ¢

que esta posi¢do mude.

Parte-se do principio que o leitor tem alguns conhecimentos matematicos
especialmente na area de estatistica e processos estocasticos e conhecimentos

econdmicos na area dos derivados.

Em todo o trabalho foi necessario a utilizacdo de ferramentas informaticas.
Para isso, utilizou--se o programa Excel e programagao em Visual Basic, quer a nivel
individual quer associado com o Excel. No Excel ha ainda a salientar dois comandos
de utilidade bastante pratica que € o caso do Solver (problemas de minimizagao) e da

Tabela (analises de sensibilidade).

O problema proposto € o de obter um processo de determinar pregcos de opgdes

sobre futuros consistente com os pregos de mercado.
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Para tal efectuou-se um estudo abrangendo trés vertentes:
- as arvores binomiais;

- 0s ajustamentos ao modelo tradicional;

- a volatilidade estocastica.

Estuda-se, em primeiro lugar, duas vertentes ja bastante conhecidas do
aprecamento de opg¢des, a discreta e a continua. Aqui, ¢ feita pela primeira vez a
abordagem ao principal tema do trabalho — o efeito sorriso. E assim chamado porque
para opgOes cambiais apresenta a forma em U (sorriso). Contudo, como o trabalho ¢é
dedicado a opg¢des sobre futuros, o efeito sorriso € caracterizado por uma linha
descendente, mostrando que a hipétese do modelo de Black-Scholes de que a
volatilidade é constante ¢ mera hipotese teorica, ja que sob as mesmas condigdes

para diferentes precos de exercicio tem-se volatilidades implicitas diferentes.

1 - MODELOS DE VALORIZACAO DE OPCOES. Vamos considerar dois
dos mais conhecidos modelos :
- em tempo discreto através da arvore binomial

- em tempo continuo através do modelo de Black-Scholes

1.1 - MODELO DISCRETO — ARVORE BINOMIAL ESTANDARDIZADA.

Considere-se a valorizacdo de uma op¢ao de um activo sem dividendos.

Divida-se o tempo para a maturidade da opcdo num grande nimero de
pequenos intervalos de tempo de tamanho At. Assume-se que em cada intervalo o
preco do activo se movimenta do seu valor inicial para um de dois novos valores,

S[u] e S[d]. Este modelo esta ilustrado na seguinte figura:

S

1p S[d]=d xS

Geralmente, u >1 ¢ d <1. O movimento de S para S[u] ¢ um movimento de

subida e o movimento de S para S[d] ¢ um movimento de descida. A probabilidade
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de um movimento de subida serd representada por p e a probabilidade de um

movimento de descida por 1-p.

Para representar a arvore considera-se que o comportamento do prego do activo
¢ feito num mundo risco-neutral. Isto ¢, num mundo risco-neutral, para efeitos de

avaliar uma opg¢ao (ou qualquer outro derivado), assume-se as hipoteses:

- A taxa de retorno esperada de todos os activos negociados é a taxa de
juro sem risco.
- Os cash-flows futuros podem ser avaliados desde que sejam descontados

os seus valores esperados a taxa de juro sem risco.

Os parametros p, u e d terdo que dar valores correctos para a média e variancia
das mudangas do prego do activo durante um intervalo de tempo de comprimento At.
Como se esta a trabalhar num mundo risco-neutral, o retorno esperado do activo € a
taxa de juro sem risco, r. Logo, o valor esperado do preco do activo no final do
intervalo de tempo de comprimento At é Se™, onde S é o prego do activo no inicio

do intervalo de tempo. Logo ter-se-a a igualdade

Se" = p.S[u] + (1-p).S[d]
ou

e =pu+(1-p).d

A variancia da alteragdo do preco do activo num intervalo de tempo curto €
S2le.At (eazAt _ 1)

Ja que a variancia de uma variavel Y ¢ definida por E(Yz) — EZ(Y), tem-se

g2 (e“zAt - 1): p.S2u% + (1-p).S%.d? — S[p.u + (1-p).d]?
ou

2
Q20N = p 2 4 (1-p).d?
Tem-se trés variaveis e duas equagdes. Portanto, o problema ¢ indeterminado.

A terceira condi¢@o usada por Cox, Ross e Rubinstein ¢
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1
u= —
d
Tem-se, entdo, trés equacdes e trés incognitas resolvendo tem-se a seguinte

solucdo

e os termos de ordem superior do que At sdo ignorados.

A arvore completa dos pregos do activo quando o modelo binomial ¢ usado

estd ilustrada na seguinte figura:

Su®
Su’
S Su
s<
Sd Sd
Re
sd’

No instante zero, o pre¢o do activo, S, é conhecido. No instante At, existem
duas possibilidades para os pregos do activo, Su e Sd. No instante 2At, existem trés
possibilidades para os precos do activo, Su’, S e Sd°. Geralmente, no instante iAt,

existem (i+1) possibilidades. Estas sdo Su'.dv, j=0,..,1.
I ~ ,
Note-se que a relagdo us— € usada na constru¢do da arvore. Por exemplo,

Su’d =Su.

Repare-se, também, que ¢ uma drvore recombinatoria no sentido de que um
movimento de subida seguido de um movimento de descida leva ao mesmo preco do
activo do que um movimento de descida seguido de um movimento de subida. Esta

caracteristica reduz consideravelmente o niimero de nds na arvore.

Construida a arvore, pode-se avaliar a call option. O valor da opg¢do ¢
conhecido no instante T. Por exemplo, o valor de uma call option ¢ max(Sr — K,0),

onde St € o preco do activo no instante T e K € o preco de exercicio.
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Como se assume que se trabalha num mundo risco-neutral, o valor em cada nod

no instante T-At pode ser calculado como o valor esperado no instante T descontado

a taxa r por um periodo de comprimento At. Similarmente, o valor em cada né no

instante T-2At pode ser calculado como o valor esperado no instante T-At descontado

a taxa r por um periodo de comprimento At. E assim por diante.

Considere-se o problema:

Pretende-se avaliar uma call option europeia com maturidade daqui a quatro

dias cujo preco do activo ¢ 50 u.m., o preco de exercicio ¢ 50 u.m., a taxa de juro

sem risco ¢ 10% por ano e a volatilidade ¢ 20% anual. Qual ¢ o prego da call option ?

S 50
K 50
r 10%
o  20%
T 0,4167
At 0,0027
1,0105
0,9896
p 05105

Arvore do preco do activo

52,14
51,60
51,06 51,06
50,53 50,53
50,00 50,00 50,00
49,48 49,48
48,96 48,96
48,45
47,95
Instante 0 1 2 3 4
Arvore do preco da op¢ao
2,14
1,61
1,09 1,06
0,69 0,54
0,42 0,28 0,00
0,14 0,00
0,00 0,00
0,00
0,00
Instante 0O 1 2 3 4
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Considerando intervalos de comprimento diarios, o preco da call option ¢ 0,42
u.m.. Se se considerasse intervalos de tempo mais pequenos, ter-se-ia valores mais

precisos. Como se construiu a arvore ?

O prego do activo ¢ calculado no no6 j (j = 0,..., 4) no instante de tempo At €

calculado como Su’d"”. Por exemplo, o preco a verde é calculado como

50%1,0105%%0,9896' = 50,53.

Os pregos da opg¢ao nos noés finais sdo calculados como o max(St-K). Por
exemplo, o prego a azul é calculado como o maximo entre (51,06-50) ¢ 0 que ¢é igual

a 1,06.

Os precos da opgao intermédios sdao calculados através dos pregos de opcdes

determinados anteriormente. Por exemplo, o preco a lilas € calculado como
[1,61%0,5105 + 0,54%(1-0,5105)]xe ™% 00027 = 1 09,

Para o caso de uma call option europeia tem-se mesmo uma férmula fechada

%ZP xmax[0§ K]

1.2 - MODELO CONTINUO — MODELO DE BLACK-SCHOLES. O calculo

matematico de uma call option, em tempo continuo, usa a seguinte férmula
Cos=¢" [(§ ~K)g(Z(S))dx(S)
K

S, tem a lei da distribuigdo So.e” ™ em que Z é normal de média —1/20°T e

variancia 0°T.

Colocando
n020,
" "ok o™ +20%
b O'\/?
ot -0
dzzdl— \/_Z —
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ter-se-4 a formula de aprecamento de uma call option ¢

[Cas = So.N(d)) — Ke™N(dy)

Por exemplo,
Prego do activo : 10214,80513

Taxa de juro anual :  2,57%

Tempo (em anos)
Para a maturidade : 0,03

Volatilidade : 20,00%

Prego de exercicio Prego da call em B-S

10050 237
10100 204
10150 173
10200 146
10250 122
10300 100
10350 81
10400 65

Quadro I — Prego de uma call-option através de Black-Scholes

Como claramente se repara, esta formula ndo depende taxa de retorno do
activo. E porqué? Na sua esséncia, esta informacao ja esta incorporada na construgao

da formula com a inclusao do preco do activo.

No entanto, o modelo de Black-Scholes é apenas uma aproximagdo ao mundo
real. De facto, se observarmos existem claras diferengas entre estes dois.
Este facto pode ser observado no exemplo a seguir.
Prec¢o do activo : 10214,80513

Taxa de juro anual :  2,57%

Tempo (em anos)
Para a maturidade : 0,03

Volatilidade : 20,00%
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Preco de exercicio | Preco da call em B-S| Valores no mercado | Diferenca
10050 237 240 -3
10100 204 205 -1
10150 173 175 -2
10200 146 146 0
10250 122 122 0
10300 100 98 2
10350 81 79 2
10400 65 61 4

Quadro II — Diferengas entre os pregos de Black-Scholes ¢ de mercado

Grafico 1- Diferengas entre os pregos do Mercado e de
Black-Scholes
=250
2
5
=180
[~}
o
=
=110
-]
S
40 ‘ ‘ ‘ ‘ ; ; ;
10050 10100 10150 10200 10250 10300 10350 10400
Precos de exercicio
—/\—Preco da call em B-S —#— Valores no mercado
Grifico 2 - Diferencas entre os precos de Mercado e de Black-
Scholes
6
4 4
£ 2
é O T T T ’ T T T
5] 10050 1 10200 10250 10300 10350 10400
-4
Precos de exercicio
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A diferenca ndo ¢ saliente no grafico 1, mas o grafico 2 mostra claramente essa

diferenca.

2 - ESTIMACAO DA VOLATILIDADE
2.1 - A PARTIR DE DADOS HISTORICOS. Na estimagio empirica da
volatilidade do prego do activo, este é, usualmente, observado a intervalos fixos de

tempo (por exemplo, todos os dias, todas as semanas, todos os meses).

Defina-se:

1=0,1,...n

n+1 : nimero de observagoes

S; : preco do activo no final do intervalo i

At : tamanho do intervalo de tempo em anos

S; = Si.1 ¢" sendo u; a taxa de retorno continua no intervalo de tempo i.

E sej InDS = i=1,2
seja  u; = parai=1,2,...n
55, H

As estimativas usuais de ) (média) e de s (desvio padrao) de u;’s sdo dadas por

ou
1o, 1 oo o
s= | — z u’ - u E
n_llzl n(n_l) =1
Mas, o desvio padrdo para os u;’s ¢ 04/ . Logo, a variavel, s, é apenas uma
estimativa de 0/ .

Consequentemente, 0 pode ser estimado por s*, onde
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*

N
Jan

O erro standard desta estimativa ¢ aproximadamente

Escolher um valor apropriado para n nao ¢ facil. Pode-se pensar que quanto
mais dados melhor a precisdo. Contudo, 0 muda ao longo do tempo e dados antigos
podem ndo ser muito relevantes na predic¢ao do futuro. Normalmente, usa-se os
precos de fecho diarios dos 90 ou 180 dias mais recentes ou usa-se um periodo de
tempo igual ao periodo da call. Logo, se a volatilidade ¢ para ser usada para avaliar

uma opc¢ao de um ano, um ano de dados historicos deve ser usado.

Investigagdo empirica mostrou que devem ser usados apenas os dias de
negdcio, isto ¢é, os dias em que a bolsa esta fechada devem ser ignorados para o caso

do céalculo da volatilidade.

Se o activo pagar dividendos, hd apenas uma alteragdo. No intervalo onde

+ DO
houver dividendos ter-se-a u; = In%SS—DE.
-1

Exemplo: O grafico mostra a evolugdo das cotacdes do indice PSI20 durante

21 dias:

20 20
Z“i: 0.01035 e Zuﬁ= 0.00517
1=1 =1

Grafico3 - Evolugao dos pregos do PSI20
10700
& 10400 e
% 10100 ~ \ /
= 9800 ~—
9500 +——m—"m—m—m—m—™—m——————————T——"—1
-— L] (Y p] - [ y] -— ] L - [ y]
Dias

Uma estimativa do desvio padrao dos retornos didrios ¢

=0.0165.

_[0.00517 _ 0.01035*
07T 380
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Assumindo que o tempo ¢ medido em dias de negocio e que ha 252 dias de

negocio por ano, At = 1/252, utilizando a féormula (3.1.0) os dados ddo uma estimativa
da volatilidade anual de 0.0165%x+4/252 = 0.262. A estimativa da volatilidade € 26,2%
0.262

———————=10.041 ou 4,1% por ano.
V2 20

por ano com um €1rro de

2.2 - VOLATILIDADE IMPLICITA. O tnico parimetro que na formula de
aprecamento de Black-Scholes ndo pode ser observado directamente ¢ a volatilidade
do prego do activo. Foi ja discutido como pode ser estimada a partir de dados
histéricos. No entanto, ha mais alternativas. Uma delas ¢é a volatilidade implicita, a

volatilidade subjacente num preco da op¢ao observada no mercado.

A ideia ¢ a partir da formula de Black-Scholes e tendo os valores do activo S,
do preco de exercicio X, da taxa de juro anual sem risco r ¢ o tempo para a
maturidade anual T e o preco de uma call C, obter-se o valor de 0. Infelizmente, ndo
¢ possivel inverter a formula de Black--Scholes, mas através de métodos de
interpolacdo muito simples chega-se facilmente ao valor da volatilidade para um

valor da call.

Quando daqui para a frente se referir ao termo volatilidade implicita, esta ¢
sempre calculada através da formula de Black-Scholes apesar dos modelos em que se

trabalha nada terem a ver com o modelo de Black-Scholes.

Por exemplo,

Precgo do activo 10121,38
Prego de exercicio 10250
Taxa de juro anual 2,66%
Tempo para a maturidade em anos 0,53
Prego da call no mercado 823
Volatilidade implicita 27,93%

Quadro III — Calculo da volatilidade implicita
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Se se considerar agora uma alteracdo dos precos de exercicio, chama-se ao
grafico obtido o efeito “sorriso”, porque o seu aspecto para opgdes cambiais tem a

forma de um “U”. No caso em estudo, tem um sorriso sempre descendente.
Prego do activo : 10214,80513
Taxa de juro anual :  2,57%

Tempo (em anos)

Para a maturidade : 0,03

Prego da call no mercado  Prego de exercicio  Volatilidade implicita

240 10050 20,53%
205 10100 20,19%
175 10150 20,24%
146 10200 20,00%
122 10250 20,07%
98 10300 19,70%
79 10350 19,64%
61 10400 19,28%

Quadro IV — A volatilidade implicita e o efeito sorriso

Grafico 4 - O Efeito "Sorriso"
21.0%

20.6%

20.2%

19.8%

19.4%
4

Volatilidade implicita

19.0% T T
10050 10100 10150 10200 10250 10300 10350 10400

Precos de exercicio (em contos)
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O objectivo do trabalho ¢, no conhecimento de que existe um efeito “sorriso”,
determinar o prego de opcdes no futuro sabendo que as calculadas pelo nosso modelo

sdo actualmente consistentes com o mercado.

3 - ARVORES BINOMIAIS IMPLICITAS. A diferenca entre as arvores
binomiais estandardizadas e estas ¢ que se assumiu para as primeiras que a fungédo de
distribuicdo das probabilidades nos nos finais seguia uma distribuicdo j& esperada,
nesse caso a distribuicdo lognormal. Este novo método sugerido primeiro por
Rubinstein permite que nos nos finais se tenha uma distribuicao qualquer, e, por isso,

tem a designacdo de ndo paramétrico.

3.1 - METODO PARA A DETERMINACAO DAS PROBABILIDADES
FINAIS IMPLICITAS. Variaveis:

- Preco do activo

- Volatilidade do activo

- Taxa de juro anual sem risco

- Taxa de dividendo anual

- Dias para a maturidade

- Numero de passos =n

- Numero de dias de um ano

- Precos de exercicio da opgao e seus precos bid (Cb) e ask (C") no

mercado — em numero de m

A partir destes dados, usando para a volatilidade o resultado da média das duas
volatilidades implicitas das duas call options mais proéximas do at-the-money,

constroi-se os nos finais de uma arvore binomial estandardizada do seguinte modo:

At — intervalo de tempo por passo
T - tempo para a maturidade
Subida = e™Y*

-0 At 1

Descida =e = Subida

N 1 —descida
p = Probabilidade = Subida — descida
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S; = Preco do Activo x Subida’ x Descida™

S

I J
! Preco do Activo

P’ ="Cjxp x (1-p)"”

De seguida, pretende-se determinar as probabilidades risco-neutrais implicitas
no mercado designadas por P;. Estas vdo ser o resultado do seguinte problema de

optimizagao:

2

I\/Fl)l_n Z(Pj - Pj)

i
s.a.
YP.=1
- ]
J
szo , paraj = 0,...,n

s°<s<S* onde s=ggzp.5.
onde C. =i2P.max[O,S. —K.] parai = 1,..m
i rT j j j i

3.2 - OPCOES EUROPEIAS. Como no caso da arvore binomial
estandardizada, as opgdes europeias podem ser avaliadas directamente, sem qualquer
método recursivo. Por exemplo, o valor actual de uma call option europeia pode ser

escrita em forma fechada por:

C=rinZPj xmax[0,SxR K]

4 - AJUSTAMENTO AO MODELO DE BLACK-SCHOLES. O ajustamento
ao modelo de Black-Scholes aqui exposto ¢ meramente um processo de refinagdo, ou
seja, processo que tem em vista melhorar a precisdo da formula de Black-Scholes
pela introducdo de mais parametros aleatérios. O método foi inicialmente proposto

por Jarrow cuja aplicagdo feita por Corrado ¢ aqui vista.
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O método surge como o desenvolvimento de uma série até a quarta ordem da
funcdo de distribui¢do final. O desenvolvimento ¢ feito para retornos do activo

assumindo assim uma distribui¢do final normal.

Devido a numa normal se ter o coeficientes de assimetria e kurtosis constantes,
isto €, 0 e 3 respectivamente, este método torna-se do ponto vista de sensibilidade

ainda 1til na vida pratica.

4.1 - DISTRIBUICAO FINAL PARA OS RETORNOS. Para incorporar os
ajustamentos para os precos das opcdes para coeficientes de assimetria e de kurtosis
nao normais numa féormula de aprecamento de opgdes de Black-Scholes expandida,
usa-se um desenvolvimento em série de Gram-Charlier de uma funcio de densidade

normal.

Desta densidade desenvolvida, obtemos a formula do prego da opgdo que é a
soma do preco de Black-Scholes mais os termos de ajustamento para coeficientes de

assimetria e kurtosis ndo normais.

4.2 - DERIVACAO DA FORMULA. Um desenvolvimento em série de Gram-

Charlier (tipo A) de uma fun¢ao densidade f(x) ¢ definida como
f(x) =) ¢,H,(x)n(x)

onde:

n(x) ¢ uma fun¢do de densidade normal,

H,(x) sdo polindmios de Hermite derivados sucessivamente de derivadas
de maior grau de n(x),
e os coeficientes ¢, sdo determinados pelos momentos da funcdo de

distribuicao F(x).

Este desenvolvimento ¢ uma série infinita, contudo, no estudo aqui feito a série

¢ truncada de modo a excluir os termos além do quarto momento, o que esta de
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acordo com recente investigagdo cientifica que mostra que os outros momentos

pouco vém melhorar os resultados.

A densidade truncada resultante d4 uma aproximagdo que tem em conta 0s

coeficientes de assimetria e kurtosis ndo normais.

Especificamente, ap0ds se estandardizar para uma média zero e variancia um, a
série truncada que tem em conta os coeficientes de assimetria e kurtosis tem a
seguinte funcdo de densidade onde 5 € L, caracterizam os coeficientes de assimetria

e kurtosis, respectivamente:

9(2) = n(z)%+%(z3 —32) +u“T!_3(z4 -67 +3)E

onde

2
z

1e7
21

n(z) =

0.2

InDS’D—D——D
EHH 2 H
Z(Sr)‘ aﬁ

Sy = prego actual do activo

S, = preco aleatdrio do activo no instante t

r = taxa de juro sem risco

T = tempo restante até a maturidade da opgao

0 = desvio padrao dos retornos do activo subjacente.

Uma propriedade importante da fun¢do de densidade g(z) € que esta da os

seguintes valores esperados: E(z) = 0, E(z") = 1, E(z’) = W3 , E(z*) = .

Debaixo de uma hipdtese de normalidade temos os coeficientes de assimetria e
kurtosis M3 = 0 e 4 = 3, respectivamente, que apos a substituicdo em g(z) da o caso

particular da fun¢do de densidade normal estandardizada n(z).
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Assumindo risco neutralidade, aplica-se a funcdo densidade g(z) na equacao
anterior e deriva-se o preco tedrico de uma call option europeia como o valor actual
de um payoff esperado na maturidade da op¢do. Matematicamente, este preco da

opcao ¢ derivado da seguinte expressao,

8

=6 [(§ ~K)g(e§))ie§)

=

onde

_ log(Sr) —H

S)H)=
A"

<logS) 1 - z%

K ¢ o preco de exercicio da opgao.

A formula de valorizacdo da opcdo baseada num desenvolvimento Gram-

Charlier € entdo expressa por:
Cas + M3.Q3 + (s — 3).Qq

onde

Cis = So.N(dy) — k.e ™ N(d; - /¢ )

—s)af[d1 20:{jn(d) -0t
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4.3 - EFEITOS DOS NOVOS PARAMETROS. Qs ¢ Q, representam o efeito
marginal da ndo normalidade dos coeficientes de assimetria e de kurtosis,

respectivamente, no preco da opg¢ao Cge.

Grafico 6 - Os Efeitos de Q3 e Q4

Ajustamentos do prego

Option Moneyness (%)

Para aceder graficamente ao efeito esperado do coeficiente de assimetria e
kurtosis, esboga-se Q3 e Q4 na figura num exemplo onde Sy = 100, 0 = 15%, t = trés

meses, r =4 %, ¢ K varia de 75 até 125.

O eixo horizontal mede o moneyness da opcao, definido como a diferenca

percentual entre o preco do activo e o preco de exercicio descontado:

Ke"-s

Moneyness (%) = —_”0 o 100
K.e ™

O eixo vertical mede os valores Qs e Q4. Mais importante, o coeficiente de
assimetria negativo (positivo) obriga o modelo de Black-Scholes a sobrevalorizar
(desvalorizar) opgdes out-of-the-money e desvalorizar (sobrevalorizar) opgdes in-

the-money.

Se os retornos do activo sdo distribuidos normalmente, entdo i3 =0e (s =3 ca
nova férmula coincide com a formula de valorizacdo de opgdes de Black-Scholes. Se

M3 # 0 e/ou s % 3, a equagdo € a soma do preco de uma opgao de Black-Scholes mais
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dois termos de ajustamentos no caso de ndo se ter o coeficiente de assimetria e

kurtosis de uma distribuigdo normal.

4.4 - METODO DE ESTIMACAO DOS PARAMETROS. Estima-se o desvio
padrdo, os coeficientes de assimetria e kurtosis dos retornos minimizando a seguinte
soma de quadrados com respeito aos argumentos desvio padrao implicito (DPI),

coeficiente de assimetria implicito (CAI) e coeficiente de kurtosis implicito (CKI):

. N o
Min EIS:OBSJ —(CBS’J.(DPI)+CAI xQy +(CKI -3) xQ, )=

DPI,CAI,CKI j

N ¢ o numero total de precos disponiveis num dado dia numa dada
maturidade,

Cogs,j € o prego observado no mercado,

Cgsj € o prego teodrico de Black-Scholes de uma call usando o pardmetro de

volatilidade DPI.

Os valores obtidos para DPI, CAI e CKI representam estimativas de maxima
verossimilhanca para o desvio padrdo implicito, o coeficiente de assimetria implicito

e o coeficiente de kurtosis implicito.
Substituindo as esimativas de DPI, CAI E CKI na equacdo ter-se-a:

Cgc = Cps(DPI) + CALQ; + (CKI — 3).Qa.

4.5 - METODO ALTERNATIVO DE ESTIMACAO DOS PARAMETROS.
O método anterior tem a desvantagem que os traders t€ém apenas a sensibilidade
sobre o parametro da volatilidade, ndo querendo portanto mais parametros na

valorizag¢ao de um produto.

Deste modo, pensou-se noutro processo. Como os traders tém sensibilidade
sobre o parametro da volatilidade, fixa-se para cada estimativa a volatilidade ao at-

the-money no mercado na média dos precos Ask e Bid, para de seguida aplicar um

73



METODOS ALTERNATIVOS DE APRECAMENTO DE OPCOES SOBRE FUTUROS APLICACOES AO
CASO PORTUGUES

método parecido com o anterior s6 que apenas envolve dois parametros de forma a se
aperceber se os outros dois coeficientes desta forma estimados e constantes para
todas as maturidades ndo ddo um erro enorme com alteracdes apenas das
maturidades.

2

Cons, — (Cas, (vol.mercado,) + CAI xQ, +(CKI -3) ><Q4)]

Este método levava a muitos calculos e mais ainda a um erro acumulado

enorme sendo, por isso, depressa abandonado.

De seguida, continuando a assumir uma volatilidade fixa, pensou-se para cada
preco de exercicio e para maturidades diferentes fazer uma sensibilidade através de
uma tabela variando o coeficiente de assimetria entre 0 e —3 e kurtosis entre 0 e 5
para observar a mudanca nas diferencas da volatilidade implicita de mercado e a

volatilidade implicita dada pelo modelo.

Considerou-se 0 mesmo activo subjacente com trés maturidades diferentes: 10,
38 e 192 dias e precos de exercicio aproximadamente 200 pontos em moddulo para

baixo e para cima do valor at-the-money.

Considerando os valores dos parametros normais, o coeficiente de assimetria
zero e kurtosis 3, as opgdes at-the-money tém erros muito reduzidos como seria de
esperar. Para opgdes in-the-money os erros sdo negativos e para opgdes out-of-the-

money 0s erros sao positivos para qualquer das maturidades.

Observando os graficos que retratam as tabelas, constata-se que a superficie da
volatilidade implicita, para qualquer da maturidades, vai rodando desde as opgdes in-
the-money até as opc¢des out-of-the-money tendo-se uma superficie menos inclinada

quando a opg¢do esté at-the-money.

Se fizermos uma andlise mais cuidada nas tabelas e procurando os valores com
erros em modulo inferiores a 0,50%, repara-se que o coeficiente de kurtosis tem um
impacto muito menor nas diferengas sendo por isso um pardmetro menos importante.
Penso que isto se deve a este ser muito mais correlacionado com a volatilidade do

que o coeficiente de assimetria. Tem um impacto muito menor no sentido que
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variagdes neste parametro sdo menos susceptiveis de alterar as diferengas

encontradas mantendo fixo o coeficiente de assimetria.

As diferencas agudizam-se mais nos valores positivos da opgdes in-the-money

e nos valores negativos das op¢des out-of-the-money.

Para opg¢des muito out-of-the-money ou in-the-money as diferencas que
correspondem ao critério atras definido j& ndo sdo muitas e dependem de ambos os
coeficientes e ndo de apenas do valor de um deles, o que se pensa que estes sdo mais

correlacionados nestes casos.

5 - MODELO DE VOLATILIDADE ESTOCASTICA (DE HESTON)

5.1 - DEFINICAO. Comece-se por assumir que o prego do activo no instante t

segue um processo de difusdo
dS(t) = uSdt + Jv(r) SAW (1),
onde W (t) € um processo de Wiener.

Se a volatilidade segue um processo de Ornstein-Uhlenbeck (por exemplo,

usado por Stein e Stein (1991)),

dv(t) =-Bw(r) dt + ddWa(t)
onde W»(t) ¢ um processo de Wiener e tem correlagdo p com W(t).

Entdo, o teorema de Ito mostra que a variancia v(t) segue um processo
dv(t) = [8 - 2Bv()]dt + 28 /u(r) dWa(1).

Este processo pode ser escrito como o familiar processo de raiz quadrada

(usado por Cox, Ingersoll e Ross)

dv(t) = k[0 - v()]dt + T Ju(r) AW (b).
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Assume-se uma taxa de juro constante r. Portanto, o prego no instante t de uma

unidade descontada de uma obrigacdo que expira no instante t + T é: P(t,t+1)=e¢™.

5.2 - DERIVACAO DO PRECO. Estas hipdteses sdo ainda insuficientes para
aprecar contigent claims porque ainda ndo se fez qualquer hipdtese sobre o “preco do
risco da volatilidade”. Argumentos de arbitragem estandardizados demonstram que o
valor de qualquer activo U(S,v,t) (incluindo pagamentos decorridos) tem de
satisfazer a equacao diferencial parcial (EDP)

1 ,0U /U 1 ,9%U ouU ouU

ouU
VS — + povS +>=vo +rS— +{k[o-v({)] - A(Sv,t} —-rU+—=0
SVS og FPVSag 5V e 1S ag HKE V] - AS vty o at

O termo ndo especificado A(S,v,t) representa o prego do risco da volatilidade, e

tem de ser independente do activo em particular. Considera-se que A(S,v,t) = A.v.

Apesar de se usar esta forma de prémio de risco, os resultados de aprecamento
sdo obtidos por arbitragem e ndo dependem de outras hipdteses dos modelos de

Breeden ou Cox, Ingersoll e Ross .

Uma call option europeia com preg¢o de exercicio K e com maturidade T

satisfaz a EDP sujeita as seguintes condi¢gdes de fronteira:

U(S,v,T) = Max(0,S-K)

U(0,v,t) = 0,
fu _
f_S(oo’V:t) - 15

rSI;,—g(S,O,t) + kBI;—(vJ(S,OJ) -TUS,0,0 +UB0,H =0,

U(S,00,t) = S.

Por analogia com a férmula de Black-Scholes, adivinha-se uma solucao da

forma
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C(S,v,t) = S.P; — K.P(t,T).P..

O primeiro termo, S.P;, ¢ o valor actual do prego do activo baseado no

exercicio optimo.

O segundo termo, K.P(t,T).P,, é o valor actual do pagamento do preco de

exercicio.

Ambos os termos devem satisfazer a EDP original. E conveniente escrever os

termos em funcao do logaritmo do preco do activo x = In[S].

Substituindo a solucdo proposta (10.2.E) na EDP original (10.2.A) mostra-se que P,

e P, tém de satisfazer a EDPs

2p 2p. p. P. P. P,
lvf f+pavf ’+lv02f ’+Q+ujv)_ff’+@j—ij)—f’+ff—’=0,j:1,2
X \4

2 fxz fxfv 2 fv2
onde
uy=_,m=- ,a=k0B,bj=k+A-po,by=k+A.

Para o prego da opcao satisfazer a condigdo terminal, estas EDPs sdo sujeitas a

condi¢ao terminal
Pi(x,v,T;In[K]) = 1 x5 mn[xy;.-

Logo, podem ser interpretadas como sendo probabilidades “ajustadas” ou

“risco-neutralizadas”.

Quando x segue o processo estocastico

dx(t) = [r + uv]dt + () dWi(b),
dv = (aj ~bjv)dt + 0 Ju(r) dWa(t),

onde os pardmetros uj, a; € b; sdo definidos como anteriormente, entdo P; ¢ a

probabilidade condicional que a opgao expire in-the-money:

P;(x,v,T;In[K]) = Pr[x(T) = In[K] | x(t) = x , v(t) = V].
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As probabilidades ndo sdo imediatamente acessiveis numa forma fechada.
Contudo, determina-se primeiro as fungdes caracteristicas, f1(x,v,T;Q) e £2(x,v,T;@)

respectivamente, satisfazendo as mesmas EDPs, sujeitas a condi¢do terminal
_
fi(x,v,T;@) = &'*

Considere-se uma funcdo f(x,v,t) duplamente diferenciavel que ¢ a esperanga

condicional de uma fungdo de x e de v numa data posterior, T, g(x(T),v(T)):

f(x,v,t) = E[g(x(T),v(T)) | x(t) = x , v(t) = V].

O teorema de Ito mostra que

1 o°f °f 1 0’ f of of U
e A A SR P

+ f—dV\{ +0Vv—dV\l2

Como se pretende que f seja uma martingala, obrigar-se-a que E(df) = 0.

Aplicando a equacdo, tem-se a equacdo forward de Fokker-Planck:

L gL L2 L o i)

1
2 fxfv

Ainda ¢ imposta a condigao terminal f(x,v,T) = ¢'®, sendo a solucdo a funcao

caracteristica.

Para resolver fungdes caracteristicas explicitamente, adivinha-se uma forma

funcional da forma
f(x,v,t) = exp[C(T-t) + D(T-t)v + i¢x].

Esta “suposicao” explora a linearidade dos coeficientes na EDP. Pode-se
substituir a forma funcional na EDP para reduzir em duas equagdes diferenciais

ordinarias,
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—%ochz + poeD +%D2 + i — bD +%= 0,

r@i +aD + %=0
s.a. C(0)=0 e D(0)=0.

Estas equacdes resolvidas permitem a seguinte solu¢do para a fungao

caracteristica:
fj(X Vv t(p) = eC(T‘t§<P) + D(T-t;)v + igx
onde
— dr DD
Crg = ot gbj - pogi +d)r - 2InF—% 1
(o) H 1 g T
b, — pogi +d 01-e* [
D(t;¢) = =
02 H_ ged E
e
_ b, —papi+d
£ b, ~popi—d

d:\/(oa(p'—bj)z _UZQ”;W_(”Z)-

Pode-se inverter as fungdes caracteristicas para obter as desejadas

probabilidades usando a transformag@o de Fourier de ¢x(.).

1) l}—i(pln[K] f ’ ,T : 0
Pj(X,V,T;ln[K])zi 1 I Re J.(X v.T:9) o
2 my g 1p g

A fungdo integranda na equacdo ¢ uma funcdo suave que decresce rapidamente

e ndo apresenta quaisquer dificuldades.

Conjungando estas equacdes obtemos o preco para uma call option europeia.

Geralmente, ndo se consegue eliminar o integral na equagdo, mesmo no caso de
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Black-Scholes. Contudo, podem ser avaliados numa fracg¢ao de segundo usando um
computador com aproximacdes similares as usadas para avaliar as probabilidades

acumuladas de uma normal.

6 - ESTIMACAO DOS PARAMETROS DO PROCESSO DE VARIANCIA.
Na seccdo anterior determinou-se um método de valorizagdo de opcdes com dois
processos, 0s quais t€ém parametros que necessitam de ser estimados. Nesta altura,
pretende-se estimar os parametros do processo da variancia ja que para o primeiro ¢

apenas uma aplicacdo simples deste processo.

Para a estimagao dos parametros do processo de variancia usou-se primeiro um
método sugerido por Scott que mostrou-se muito restritivo. Seguidamente, usou-se

um método sugerido por Serensen.

6.1 - METODO DOS MOMENTOS (SCOTT). Considere-se o seguinte

processo estocastico para os pregos dos activos
dP = aPdt + oPdW,
do = B(o* - 0)dt + ydW,

onde dW; e dW; sdo processos de Wiener.

Para o processo de volatilidade na equagdo acima, os parametros fixos sdo [3,

o*, eVy.

Uma forma de estimar estes parametros seria determinar a distribuigdo
incondicional dos retornos do activo como uma fungéo de a, B, 0* ey, e de seguida
aplicar o método da maxima verossimilhanca. O problema com a estimagao pelo
método da maxima verossimilhanga € que os retornos do activo sdo dependentes ao
longo do tempo neste modelo e a distribuicdo conjunta para uma amostra de

observacgdes seria muito dificil de determinar.
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A aproximagdo usada utiliza o método dos momentos para estimar

conjuntamente os parametros do processo dos retornos do activo.

Devido ao facto de se terem, normalmente, os dados dos precos de accdes
disponiveis em pontos fixos no tempo, aplica-se uma aproximagao discreta no tempo
para o processo de volatilidade. Em intervalos curtos de tempo, a distribuicdo dos
retornos do activo condicional no parametro da volatilidade ¢ lognormal e tem-se um

processo
AlnPt = oAt + O-tAZ ,
onde A, é N(0, At).

Do processo Ornstein-Uhlenbeck para 0, podemos determinar a seguinte

equacdo para O para pontos discretos igualmente espagados,
o.=c®o. +o(l-eP)+¢ ,

onde & é normal com média zero e variancia

vare, )= %ﬁﬁ)

t
A variancia dos retornos dos activos, AlnP, , num intervalo [0,t] é IU(ZS)dS.
0

Para pequenos intervalos pode-se usar um processo discreto autoregressivo de

primeira ordem para @ que corresponde ao processo de O acima em pontos fixos,
Ot:a+p0t_1 +&.

Para os retornos do activo, temos AlnP; = a + o, onde u; é a normal

estandardizada e 0; é o desvio padrao por dia.

Os pardmetros 0, a, p € g. podem ser agora estimados a partir dos varios

momentos de AlnP;.

Para 0, usa-se a média da amostra e define-se a série x, = AlnP; - @ .
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De seguida, usa-se as estimativas da variancia, o quarto momento € a
“A . . . 2 2 . . .
autocovariancia de primeira ordem entre x; e x,_, para descobrir as estimativas dos

restantes trés parametros.

: Oa o020
Dado o processo AR (auto-regressivo) para O, temos que O; ~ Ngﬁ’l —sp 5 EL

A variancia da amostra ¢ usada para estimar E(x;):

... ODad o
E(xt)_Eh-_pE-i-l_pz

Usa-se 0 quarto momento da amostra de x; para estimar E(x;')

0
4 = £ 18 —= 3
E(Xt) 9(1_p2)2 + El_pE 1_p2 + &_pg
Finalmente,

0o2 O

&

s 2\ 0 a D2 ZD Of Dz
)= e - B P -

Com alguns célculos tem-se

2o ., 0ad
H-0 S48

Estimando estas duas frac¢des e substituindo na cov@f,xf_,) obtém-se p.
Temos uma equacdo quadratica para p ¢ duas possiveis solugdes. Se a estimativa da
amostra de cova,xf_l) for positiva, temos duas solugdes reais para p € usa-se a que

estd entre —1 ¢ 1. Dado p, calculamos a e 67 a partir das duas equagdes anteriores.
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A partir dos pardmetros estimados pode-se estimar os verdadeiros pardmetros
do processo fazendo as convenientes substituigdes, determinando assim a

volatilidade da volatilidade, a velocidade de ajustamento ¢ o teta.

6.2 - METODO DAS MARTINGALAS (SORENSEN). Considerando o

modelo de Cox-Ingersoll-Ross
dX, = (a + BX)dt + 0VX (dW, , dado Xp = xo
ondea OR,BORec>0.

Usando processos de martingala e calculo estocastico, encontra-se estimadores

explicitos para Q, 3 e 0 desde que se verifique a desigualdade:

D3 ;f‘ > X X

Desta forma, ter-se-a:

En_ n n
R
~ 0 - n U
hpe -5 %
o BT A

Qr
|

onde
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_@+pcff -a
B

F(b,x;a,B)

o' (A x a,B) = %[(a+2ﬁx)ezm -2(a+ px)e™ + a]/j‘z,

7 - CONCLUSAO. Como certamente o leitor observou, apesar da longa

investigagdo inerente a este trabalho, ainda ha um longo caminho a percorrer.

As novas metodologias aqui apresentadas tendem a desenvolver e/ou melhorar
anteriores formulas ou modelos de modo a obter maior precisdo nos valores obtidos.
Mas como se demonstrou, a realidade ¢ imprevisivel. Logo, estes novos modelos ao
puderem originar possivelmente valores mais coerentes, sdo mais dificeis e mais

morosos de trabalhar e s6 a nivel computacional podem ser utilizados.

Assim sendo, deixo em aberto um desafio para se prosseguir na longinqua
procura de encontrar e solucionar novos objectivos neste mundo, que ¢ a Matematica

Financeira.
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