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r equals the overnight rate was imposed. This same constraint was also
imposed on the CIR model. For the state variable associated with the vo-
latility of the short-term rate, v, we simply determined the 1-year average
volatility of the overnight rate (equal to 0.0015 per year on the assumption
that for rates before January 1999, the D-Mark overnight rate acts as a
proxy). Finally, the following restrictions were still imposed to preserve the
assumptions taken by the L&S economy. All parameters need to be positive,
with the exception of A (which is obliged to be negative in order to ensure
that term premia is always non-negative), 5 needs to be greater than a, and
at last,

v
a<—<pf
r
Based on the estimates obtained for the CIR and L&S parameters, the
final step was to apply the closed-form solutions of both models to the insu-

rance liabilities to determine its present value and stochastic duration, and,
thereafter, to determine the immunisation requirements.

6 Results Analysis

The following table presents the estimates obtained for the parameters of
CIR and L&S models on both dates (except the CIR parameters on 7 April
1999, since the model did not fit the shape of the curve at that time):

TABLE 7
Longstaff & Schwartz Cox, Ingersoll & Ross
03-Nov-99 07-Apr-99 03-Nov-99
0.0288 0.0309 r 0.0288
0.0015 0.0015 r 0.0533
0.0200 0.0350 c 0.0015
0.0621 0.1310 a 0.6484

0.0000 0.0000
0.7558 0.6440
0.5483 0.0950
-2.0560 -0.1000
2.6470 0.1000

>3 <R L 7

From the charts presented below, it is evident that the L&S model per-
forms better than the CIR model regarding the quality of fitness.
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It is also important to analyse the volatility term structure of both models,
since they will allow us to explain the allocation between short and long-term
assets recommended by each model.

Volatility Temm Structure - L&S model Volatility Term Structure : CIR model
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Based on the previous estimates for the L&S model on 7 April 1999,
we determined the present value and stochastic duration of both assets and
insurance liabilities as given in Table 5, which are presented below:

TABLE 8

Longstaff & Schwartz (07-Apr-99)

time discount cash flows assets’ cash flows liabilities'
(years) factor from assets present value from liabilities present value
1 0.97054 253,401,230 245934 763 289,740,687 281,203 478
2 0.94046 934 552 496 878,912,044 287,640,064 270,514 838
3 0.90777 177,780,870 161,383,785 281,977,871 255,970,488
4 0.87277 378,584 511 330,417,204 279,660,274 244 079,097
5 0.83651 169,185,170 141,524 410 276,240,783 231,077,072
6 0.79998 169,185,170 135,344 245 272,995,333 218,380 988
7 0.76391 569,081,738 434,728 938 269,080,233 205,553 888
8 0.72878 323,501,038 235,762,057 266,077,870 193,913,028
9 0.69485 553,931,038 384,901,197 261,290,751 181,658,923
10 066226 2,491,591,420 1,650,076,351 3,068,552,293 2,032,173,304
Total 4,598,984,993 4,114,434,105
Stochastic duration (vears) 4297 4 856

The next two tables repeat the previous analysis, for both the CIR and
the L&S term structure models, and is based on the parameters estimated
on 3 November 1999:

TABLE 9

Cox, Ingersoll & Ross (03-Nov-99)

time discount cash flows assets’ cash flows liabilities'
(years) factor from assets presentvalue from liabilities  present value
1 0.96533 253,401,230 244 616,823 289,740,687 279,696,536
2 0.92338 934,552 496 863,411,556 287,640,064 265,744,039
3 0.88023 177,780,870 156,487,700 281,977,871 248,204 817
4 083667 378,584 511 316,749,167 279,660,274 233,982 522
5 0.79428 169,185,170 134,381,074 276,240,783 219,413,634
6 0.75356 169,185,170 127,491,515 272,995,333 205,718,909
7 071469 569,081,738 406,715,320 269,080,233 192,308,144
8 067770 323,501,038 219,236,330 266,077,870 180,320,706
9 0.64257 553,931,038 355,937,251 261,290,751 167,896,553
10 0.60922 2,491,591420 1,517,937,291 3,068,552,293 1,869,435,702
Total 4,342 964,027 3,862,721,565
Stochastic duration (years) 3.578 3.988
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TABLE 10

Longstaff & Schwartz (03-Nov-99)

fime discount cash flows assets’ cash flows liabilities’
(years) factor from assets presentvalue  from liabilities present value
1 0096532 253,401,230 244 612 769 289 740 687 279,691,900
2 092381 934 552 496 863,348 941 287,640,064 265,724,768
3 088011 177,780,870 156,467 433 281,977,871 248 172 672
4 083654 378,584 511 316,699 572 279,660,274 233,945,887
5 079417 169,185,170 134,361,110 276,240,783 219,381,038
6 075348 169,185,170 127,477,473 272,995,333 205,696,251
7 071465 569,081,738 406,695,402 269,080,233 192,298,727
8 067772 323,501,038 219,242 153 266,077,870 180,325,496
9 064264 553,931,038 355,977 688 261,290,751 167,915,627
10 060935 2491591420 1518253723 3068552293 1,869825408
Total 4,343,136,264 3,862,977,773
Stochastic duration (years) 3.500 3.887

According to previous calculations, the PV of the insurance liabilities is
significantly higher than that calculated at the official discount rate of 6%.
This clearly points out that, for the time being, insurance liabilities are much
higher than those presented on the balance sheets. This analysis also allows
us to conclude that the gap between assets and liabilities tends to increase
when business cycle conditions favour an economic slowdown. On 7 April,
the mismatch was higher than 10%, which would certainly put the insurance
company in a delicate situation, in the event of the assets being sold.

Consistently with the deterministic analysis, assets continue to possess a
higher present value but a lower duration than liabilities.

7 Conclusions

The problem of immunising a Workers’ Compensation fund can be examined
by adopting the classic models currently employed in life insurance and pen-
sion funds. However, these models call for highly restrictive hypotheses to be
taken into account, namely, that the temporal structure of the interest rates
is horizontal, that the effects of a small change in the interest rate provoke
parallel dislocations throughout the length of the interest curve and that
there are positive arbitrage opportunities, as demonstrated by Shiu (1987).
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This latter restriction creates for the insurer the illusion that a perfect mat-
ching has opportunity gains which can be incorporated into the net value of
the fund.

On the other hand, if we consider that the interest rate variations are
stochastic, then the conclusions of the deterministic model could be unverifia-
ble. The amount of the liabilities is significantly higher, causing a mismatch
of approximately 10% in the case studied.

So, the main conclusion of this study is that the legal (mandatory) dis-
count rate for insurance liabilities related to Workers” Compensation should
be revised down, in order to accommodate the current environment of low
interest rates induced by the EMU process. Otherwise, insurance companies
will be forced to diversify their portfolios with low-grade investments in order
to obtain yield pick-up. The risks associated with this solution would bring
about a deterioration of the assets quality, which would mean an increase of
the default probability. One other alternative would be a pro-active manage-
ment of insurance companies’ portfolios in order to reap the benefits of daily
market volatility (mainly through trading positions).
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APPENDIX 1

Evolution of the mathematical provisions and of the pensions to
be paid out to the beneficiaries of Workers’ Compensation Pensions
from 31.12.98

Year Life Annuities Temporary Annuities IBNR Total

Provisions Pensions Provisions Pensions Provisions Pensions Provisions Pensions

1998 3.191.402.728]  228.103.522| 186.557.149] 26.291.459] 583.842.845] 36.858.207 3.961.802.722| 291.253.188
1999 3.143.562.799|  226.648.427| 169.784.402] 26.280.120] 580.047.924] 36.812.140| 3.893.395.124| 289.740.687
2000 3.103.497.600] 225.093.800| 152.320.548] 25.783.618] 576.061.340| 36.762.646| 3.831.879.489| 287.640.064
2001 3.062.177.040| 223.434.379| 138.038.771] 21.834.908| 571.921.426] 36.708.584 3.772.137.237| 281.977.871
2002 3.019.597.074] 221.664.649| 123.410.549] 21.346.432] 567.628.182] 36.649.192| 3.710.635.806| 279.660.274
2003 2.975.789.928|  219.778.817| 109.472.760| 19.877.116| 563.104.943| 36.584.850| 3.648.367.631| 276.240.783
2004 2.930.760.420| 217.772.081|  95.944.028| 18.708.454| 558.428.374] 36.514.798| 3.585.132.822| 272.995.333
2005 2.884.528.412| 215.638.549| 83.428.516] 17.004.172| 553.560.142| 36.437.512| 3.521.517.070| 269.080.233
2006 2.837.110.154] 213.371.675] 70.851.514] 16.353.203| 548.500.247| 36.352.992| 3.456.461.915| 266.077.870
2007 2.788.540.288| 210.964.231| 59.976.656| 14.064.901| 543.248.690| 36.261.620] 3.391.765.635] 261.290.751
2008 2.738.838.485| 208.410.448| 49.721.155| 12.875.388| 537.805.470| 36.161.871| 3.326.365.110| 257.447.707
2009 2.688.036.064| 205.704.142| 40.736.584] 11.118.054| 532.132.255| 36.053.366| 3.260.904.903| 252.875.562
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APPENDIX 1I

The Market Operating Account for the Workers’ Compensation

Line

Workers’ Compensation Line

(1) In 1990 refers to Technical Provisions.

(2) In refers to General Expenses.

Market U: millions PTE

1990 1995 1996 1997
Written Premiums 50.718 75327 78.432 79.31
Earned Premiums 74.626 77.692 79.068
Loading 40.724 58.808 63.774 66.244
Payments 30.202] 43.143] 48.739]
Outstanding Claims reserve 10.522 15.82] 14.553
(variation) (1)
Other technical 0 -155 483
reserves(variation)
Underwriting Margin 9.994 15.818 13.918 12.824
Costs 20378 21.991 23.852 22.626
Administrative Costs (2) 15.979 10.219 10.87 9.438
Commissions (3) 4.399 11.772] 12.981 13.188]
Net Margin -10.384 -6.173 -9.934 9.802
Reinsurance balance 107 -136 -42 -88
Operating Result -10.277 -6.31 -9.976| -9.89)
Financial Balance 11.952 12.801 14.947 21.649
Final Result 1.675 6.491 4971 11.759
Number of Claims n.a. 94.49 113.569 231.092

(3) In 1990 includes Commissions and Earning Expenses.
Workers’ Compensation Line
Market
1990 1995 1996 1997

Written Premiums 100,0% 100,0% 100,0% 100,0%
Earned Premiums 99,1% 99,1% 99,7%
Loading 80,3% 78,1% 81,3% 83,5%
Payments 59,5% 57,3% 62,1%
Outstanding claims reserve 20,7% 21,0% 18,6%
(variation)
Other Technical Reserves 0,0% -0,2% 0,6%
(variation)
Underwriting Margin 19,7% 21,0% 17,7% 16,2%
Costs 40,2% 29,2% 30,4% 28,5%
Administrative Costs 31,5% 13,6% 13,9% 11,9%
Commissions 8,7% 15,6% 16,6% 16,6%
Net Margin -20,5% -8,2% -12,7% -12,4%
Reinsurance Balance 0,2% -0,2% -0,1% -0,1%
Operating Result -20,3% -8,4% -12,7% -12,5%
Financial Balance 23,6% 17,0% 19,1% 27,3%
Final Result 3,3% 8,6% 6,3% 14,8%
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APPENDIX III

The Operating Account of the company
The closing results of the company in question have always been negative,
despite some improvement over the last two years.

‘Workers’ Compensation Line U
Thousands
Insurance Company PTE
1995 1996 1997 1998

‘Written Premiums 2.279.178]  2.494.151| 2.710.389| 2.911.550
Earned Premiums 2.251.134]  2.467.351| 2.682.797| 2.949.070
Loading 1.843.500] 2.134.569| 2.865.586| 2.804.448
Claims Costs 1.352.903] 1.509.901 1.713.958) 1.874.012]
Outstanding Claims reserve (variation)(*) 474.126 637.015] 1.155.752 794.064|
Other Technical reserves (variation) 16471 -12.347} -4.124 136.372)
Underwriting Margin 407.634 332.782 -182.789 144.622
Costs (**) 1.027.855 1.014.983 604.409 850.856
Administrative Costs 591.451 552.288 258.039) 416213
Commissions 436.404 462.695 346.37 434,643
Net Margin -620.221 -682.201 -787.198|  -706.234
Reinsurance Balance 296.08] 156.753 226928, 196.371
Operating Result -324.141 -525.448] -560.27 -509.863
Financial Balance -310.204 208.424 485.906 465.359
Final Result -634.345 -317.024 -74.364 -44.504
Number of Claims 7.542 8100 8829 9665

Source: Desdobramento de Ganhos e Perdas.
(*) Per Underwriting Year.
(**) Source: Company Reports and Accounts.
This trend is better observed in the table of the account when expressed
as percentages of the written premiums.

Workers’ Compens ation Line

Insurance Company

1995 1996 1997 1998
‘Written Premiums 100% 100% 100% 100%
Earned Premiums 99% 99% 99% 101%
Loading 81% 86% 106% 96%
Claims Costs 59%| 61% 63%) 64%
Outstanding claims reserve (variation) 21% 26% 43%) 27%)
Other Technical reserves (variation) 1% 0% 0%) 5%|
Underwriting Margin 18% 13% 7% 5%
Costs (**) 45% 41% 22% 29%
Administrative Costs 26%) 22% 10% 14%
Commissions 19% 19% 13% 15%
Net Margin -27% 27% -29% -24%)
Reinsurance Balance 13% 6% 8% 7%|
Operating Result -14% 21% -21%) -18%
Financial Balance -14% 8% 18% 16%
Final Result -28% -13% -3% 2%




Modelos de Cox-Ingersoll-Ross
modificados, ergodicidade e estimacao

Ana Lacerda*  Carlos Veiga T Elia Sousa Ferreira *
Jodo Guerra $

RESUMO

Novos estimadores sao encontrados para os modelos Cox-Ingersoll-Ross em
que a dependéncia temporal é intensificada. Para tal determinam-se as
condigoes de ergodicidade “dos modelos” e sao utilizadas as funcoes den-
sidade invariante.

1 Introducao

Um dos modelos de grande importancia na matematica financeira e, em par-
ticular, na modelizacao estocastica das taxas de juro, é o modelo de Cox-
Ingersoll-Ross [1]. Este modelo é descrito pela seguinte equagao diferencial
estocastica

dXt = (Oé — ﬁXt) dt + g4/ Xtth, XO =X.

Em certas condi¢oes poderd ser interessante considerar outros modelos
semelhantes ao modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) mas onde a dependéncia
em relacao ao tempo do drift foi intensificada. Nestas condig¢oes, podem
considerar-se os seguintes modelos CIR modificados:

*Banco de Portugal, Av. Almirante Reis, 71, 1150-012, Lisboa.

tBanco Comercial Portugués, S.A., Av. José Malhoa, 27, 1070-157, Lisboa.
tPricewaterhouseCoopers-Transaction Services, 92208 Neuilly-sur-Seine Cedex, France.
$ISEG, Rua do Quelhas, 6, 1200-781, Lisboa.
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dXt = (CY"‘ﬁX?) dt+0\/ Xtth, X() =X,
dX, = (a+8X})dt+ovXedW,, Xo=u.

Neste trabalho iremos desenvolver um método de estimagao de determina-
dos parametros dos modelos apresentados, utilizando a densidade invariante,
uma vez que as condicoes de ergodicidade estdo satisfeitas. A técnica uti-
lizada permite obter apenas relagoes entre os parametros. Considerando que
o parametro o dos modelos nao é conhecido pode utilizar-se a técnica apre-
sentada neste trabalho para estimar «/o e §/0. Em seguida pode estimar-se
o parametro o por outra técnica de estimacao, como por exemplo a técnica
das fun¢oes estimadoras martingalas [4].

2 Processos Estocasticos Ergédicos e Densidades
Invariantes

Neste trabalho, consideram-se modelos de difusao do tipo

onde X; representa um processo estocastico unidimensional, W; é o pro-
cesso de Wiener unidimensional, O € © C RP representa um conjunto de p
parametros reais e b (Xy; 0), 0 (X;; O) representam fungoes reais cujos argu-
mentos sao X; e O.

Assumimos que o (X;; Q) > 0. Cada variavel X; é uma aplicacao X; : Q@ — E,
onde (€2, P,F;) é um espago de probabilidade e E' = (I,7) C R é o espaco de
estados do processo X. Assume-se que a distribuicao de X; condicionada a
X, = s com t > s tem uma densidade estritamente positiva relativamente
a medida de Lebesgue no espaco dos estados E e denota-se essa densidade
(densidade de transigao) por

y—pt—s2,4,0), y€E.

O objectivo deste trabalho é inferir os parametros O a partir de dados
observados experimentalmente. As observacoes, discretas e equidistantes no
tempo, tém a seguinte forma:

Xa, Xoa, Xsa, o, Xga,
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com A > 0.
De seguida, definem-se a medida de escala e a medida de velocidade.

Definicao 2.1. Considerando um ponto z* € (l,r) fixo e arbitrario,
definem-se as densidades, relativamente a medida de Lebesgue, das medidas
de escala e de velocidade para a difusdo (1) através das expressoes

s(z:0) = oxp [—2/;%@], ve(r), ()
1

m(z;0) = S 007 (y;(‘))dy’ x € (l,r), (3)

respectivamente.

As condi¢oes de ergodicidade de um processo X definido pela equagao (1)
sao apresentadas de seguida.

Condicao 2.2. Para qualquer O € ©,

*

/;s(x;O)dx = /Zm s(x;0) dx = oo,
M(O) = /lrm(x;(‘))dm<oo.

O resultado tedrico, apresentado de seguida, permite identificar processos

ergodicos definidos através de equagoes diferenciais estocasticas da forma (1)
(ver [4]).

Proposicao 2.3. Sob a condicao 2.2, o processo X definido através de
(1) é ergodico e a sua medida invariante tem densidade

po (z) = %v (4)

relativamente a medida de Lebesgue em (I, 7).

Para um processo ergodico, a distribuicao das variaveis aleatorias tende
assintoticamente (quando t — 00) para a distribuigao invariante. Logo, pode
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determinar-se um valor para o intervalo de tempo minimo, A, ao fim do qual
as observagoes

m (z; 0)

po () = M(0)

sao (aproximadamente) independentes e identicamente distribuidas, com den-
sidade dada pela densidade invariante. Nestas condigoes, a funcao de vero-
similhanca para um processo ergodico sob a condicao 2.2, com densidade
invariante ¢ e considerando A = A, é dada por ([3],]4])

L (0) = HMO (Xia) - (5)

A obtencao dos estimadores de maxima verosimilhanga resume-se a de-
terminacao das solucoes do sistema de equacoes:

Og, log (L (0)) =0

s, log (:Lk (0)) :: 0

onde O=(0y, 61, ,6,). Considerando que Xa, Xon, X3, ..., Xga sdo0 inde-
pendentes e com distribuicao dada pela densidade invariante p o, a estimacao
dos parametros do modelo pode ser feita usando as equagoes (6). Porém, este
sistema ¢, em geral, indeterminado e apenas permite obter relacoes entre os
parametros a estimar. Contudo, sabendo o valor de um parametro ou esti-
mando esse valor por outro método, as solucoes deste sistema permitem-nos
obter as estimativas para os outros parametros.

Considerando que inicialmente as observagoes nao sao independentes, mas
que sao dadas na forma

XA) ey XmA;
X(m+1)A7 ey XQmAa
X(k-1ym+1]As -5 Xkmas

onde m é tal que mA > A. Organizando as sub-amostras por colunas, tem-se
que
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Xn, Xmgna, -0 X[=1)m+1)a,
Xon, Xmt2a, -5 X[(k-1)m+2A, o
XmA7 X2mA7 CII) kaA-

Cada uma destas sub-amostras (agora nas linhas) tem as varidveis a-
leatorias independentes e identicamente distribuidas com densidade de dis-
tribuicao dada pela densidade invariante . Conclui-se entao que, para um
processo ergodico, é possivel determinar um valor m € N, tal que mA > A,
e organizar as observagoes em sub-amostras na forma (7). Os parametros do
modelo podem ser estimados através dos valores observados em cada linha,
considerando uma fungao de verosimilhanca aniloga a (5) e um sistema de
equagoes analogo a (6).

Nas proximas duas seccoes apresentam-se dois modelos, onde se discute
detalhadamente a estimacao de parametros utilizando este método.

3 Primeiro Modelo

Considere-se o seguinte modelo:

dX, = (a+ BXP)dt + o/ X, dW,, Xo=a, =0, r=+oo.  (8)

3.1 Condicoes de ergodicidade

Comecamos por determinar as densidades das medidas de escala e veloci-
dade. Comparando o modelo (8) com o modelo de difusdo (1), é claro que
O = (a, 3,0) sao os parametros a estimar, sendo b(Xy;0) = a + BX} e
0 (X;0) = o0v/X;. Usando agora as expressoes (2), tem-se que a densidade
da medida de escala é dada por:
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s(x;a,0,0) = exp {—2/ Tdy]

e a densidade da medida, utilizando (3), é dada por:

o[22

2
2a 24 30

m(z;a,f(,0) = o2 1 (x*)" o2

o2

Vamos agora verificar a condigao 2.2.. Considerando z* = 1, [ = 0 e
r = 400, tem-se que

o0 “+o00 eXp |: 302
/ s(x;o,f,0)dx = / S dx
1 1

1 1eXp|: 302
/Os(x;a,ﬁ,a)dm —/0 P r = 400,

+oo
Maﬁaff (.ZU) = / m(:r;oz,ﬁ, U) dl’,
0

+oo
= / xo2 (x%) 5 r < oo
0 o (a>0,8<0)

Conclui-se portanto que a condicao 2.2 é verificada e o processo X é
ergodico para valores dos parametros que verifiquem as condicoes 5 < 0 e
a>o?/2>0.
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3.2 Densidade invariante

Considerando a regiao de parametros onde o processo é ergodico, ou seja,
{(a,3,0): 3 <0, a>0?/2 >0}, pode determinar-se a densidade invariante
(4) que, neste caso, é dada por

2 283

mo) = ew(5%)

- 2a R :
Ma,5,0 J 0w exp (?ﬂ’f) dz

po (r) =

3.3 Estimacao dos parametros utilizando a densidade
invariante

Nesta seccao estimam-se os parametros do modelo a partir densidade in-
variante determinada anteriormente. Comeca por apresentar-se a funcao de
verosimilhanga para o modelo, a partir da expressao (5). Considerando a
densidade invariante obtida anteriormente e supondo que as varidveis sao
i.i.d.l, tem-se que

b -
e (I X
O-/ Bv H;uaﬂa ZA k)

[ 0+°O exp (——x3) xP- 1dx]

302
23
p= 3—‘;‘ e O = (6,p). Considera-se também a notacao X; = Xa, onde A é o
intervalo de tempo entre duas observacoes consecutivas.

onde se definiram os parametros 6 e p através das igualdades 6 = —
Para determinar os estimadores de maxima verosimilhanca basta resolver
as equagoes (6). Para a primeira equacio temos
85 10g (Lk (O)) = 0«&

1 k 5 +o00 1 5 . k +o0 1 . )
5 E , 1X¢ / exp (—51‘ ) dr = 5 exp (—ga: ) P2 dx.
1= O O

1 Como se veré adiante esta suposicio é razoavel, pois consideramos dados que podem
ser colocados na forma (7).
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Mas, como

+oo 1 ) 1 oo
/ exp (—gx:”) Py = {—g exp <—gx3> mp} + -
0 0
dp [T 1
+§p/0 exp (_5$3) xp_ldflj'

op [+ 1
= 0+ gp/o exp <—Sx3> 2P Yz,

substituindo na relacao anterior, tem-se que

Ik g 0P
T Zi:1 X; = 3 (9)
Para a segunda equagao tem-se que

Oplog (L (0)) = 0«

k +oo +oo

1 1.
E log (XZ)/ exp (—S[E3> Pl = k:/ exp (—5333) 2P log xdx
" 0 0

(1. x) = Bremhet) o ossas
1Y)

f0+oo exp (—%x?’) xP~ldx

@11
At

Y

1=
pelo que

f0+°° exp (—%x:)’) 2P~ 1log xdw

[ exp (—%$3> P ldx

(10)

Hog (T, %) =

Resolvendo numericamente as equagoes (9) e (10), determinam-se as esti-
mativas para os parametros 5 e p. Para resolver numericamente as equacoes
(9) e (10) é conveniente usar um esquema numérico iterativo que aproxime
as solugoes (método de Newton com o calculo dos integrais pelo método de
Simpson, por exemplo). Para que a convergéncia dos estimadores de mé-
xima veromilhancga obtidos por este método seja rapida, é conveniente que
os valores iniciais para os parametros sejam uma primeira aproximagcao aos
verdadeiros valores dos estimadores. Para isso, calculam-se alguns momen-
tos, usando a distribuicao de densidade invariante pe. Por uma questao de
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simplicidade das expressoes finais obtidas, vamos calcular o terceiro e o sexto
momentos. Para o terceiro momento, tem-se que
+oo

exp (—5%) 2P da

5 ~Jo
E[2*(0.p)] = Jo = exp (—ja?) ar-tde
0+°° e~ U5 dx

= 4

f0+oo e~uus~dx
OIS

rE s

Por outro lado, considerando que

1 k
P2 X

¢ um estimador de E [23| (0, p)], daqui resulta

1 k 3 P
Ezizl X} = 53, (11)

que é uma equagao ja obtida pelo método de méaxima verosimilhanga (9).
Para o sexto momento tem-se o seguinte resultado

oo 1,3} ppt5
Bl p)] = d_oplsr)od
Jo 7 exp (—3a3) ap—da
52 fo+oo e ustde
[7 emuuf—da

i+ Y —s(E+1)L

re-1) 37 °)3
Como 1 3% | X? & um estimador de E [2%] (6, p)], daqui resulta que
L ¢F p p
L X6 —§ <_ 1) b 12
k Zz’:l ‘ 373 (12)

A partir das igualdades (11) e (12), determinam-se facilmente um par de
valores iniciais para os parametros, de forma a inicializar o esquema numeérico
iterativo. De facto, podem considerar-se valores iniciais dados por

{5:@‘W, (13)

pr=35
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onde usz = %Zle X3 e ug = %Zle X8,

Resolvendo numericamente as equagoes (9) e (10), usando um esquema
numeérico iterativo, tendo como valores iniciais para os parametros os valores
dados por (13), estimam-se os parametros p e 0. A partir destas estimativas é
facil determinar as estimativas para os parametros « e 3 supondo que o valor

A , . ~ 2
do parametro o é conhecido?. Para tal basta usar as equacoes 3 = —32%,
2
— bo
a= -

Considerando que os dados experimentais de que dispomos estao na forma

XA7 ) XmAa
X(m+1)A7 SR X2mA7
X{k-1)ym+1as -5 Xkma,

onde m é tal que mA > A. Entdo, organizando as sub-amostras por colunas,
tem-se que

Xa, Xngna, -5 X{k—1)m+1]A,
Xon, Xmi2a, -+ X[(k—Dmt2)A,
Xma,  Xoma, ..o, Xima,

e cada uma destas sub—amostras (agora nas linhas) tem as variaveis aleatorias
i.i.d. com densidade invariante po. Para cada uma destas sub-amostras (de
tamaho k) é possivel estimar os parametros. De facto, utilizando o método
descrito anteriormente, para cada linha i de (7) (com 1 < i < m), estimam-
se os parametros &; e BZ A estimativa final dos parametros para todo o
conjunto de dados ¢ dada pela média aritmética das estimativas anteriores,
ou seja,

65 — Z;ildi
m.

B: ;ilﬁz
m

2 Utilizando esta técnica s6 é possivel estimar dois dos parametros, pois o sistema de
equacoes resultante da maximizacao da fungdo verosimilhanca é indeterminado. Em par-
ticular, neste caso, a equagdo que se obtém a partir da condi¢do 9, log (L (Q)) =0 é uma
combinagdo linear das equagdes que sdo obtidas a partir das equagdes 9, log (L (0)) =0 e
0, log (L (0)) = 0. Esta é a razao pela qual é suficiente considerar apenas dois parametros
dep.
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4 Segundo Modelo

Considere-se o seguinte modelo:

dX; = (a+ BX)) dt + o/ XedWy,  Xg =2, 1 =0, 1 = 4o0.

4.1 Condicoes de ergodicidade

Para este modelo O = (a, 3, 0) sdo os parametros a estimar, sendo
b(X;0)=a+pX) e 0(X;0) = o0yX;. Usando as expressoes (2) e (3),
apresentam-se a seguir os calculos que permitem obter as densidades das
medidas de escala e de velocidade. Para a primeira desta medida temos que

T a+ﬁy5dy:|

. 0%y

s(r;a,fB,0) = exp {—2/

e a densidade da medida, utilizando (3), é dada por:

ng(xsx*s):|

215

2

m (i, B,0) = w1 (a7) P

g

Verificamos de seguida as condi¢oes de ergodicidade 2.2. Tem-se que (com



120  Lacerda, Veiga, Ferreira, Guerra, Modelos de Cox-Ingersoll-Ross modificados

*=1,1l=0er=+00)

+00,

400 +oo EXP |:
/ s(r;a,fB,0)dx = /
1 1

- r =
22 (8<0)

8

/s(m;a,ﬁ,a)dm =
0

Mupq(x) =

Xz < Q.
(a>0,8<0)

A condicao 2.2 é verificada para os valores dos parametros no conjunto
{(a, ,0) : B <0, a>0c?/2 >0} eoprocesso X ¢ ergodico para esses valores
dos parametros.

4.2 Densidade invariante

Para os valores dos parametros onde o processo X ¢é ergddico, calcula-se a
densidade invariante (4):

2a 5

o mlas0) e %]
Ho(Z) = = - - .
M, 3.0 f0+oo mi—Q—l exp |:25ﬂax2 ] dx

4.3 Estimacao dos parametros utilizando a densidade
invariante

Vamos agora estimar os parametros do modelo a partir densidade invariante
determinada anteriormente. A partir da expressao (5), da densidade inva-
riante, e supondo que as variaveis sao i.i.d3, obtém-se a seguinte funcao de

3 Esta suposicdo pode ser justificada tal como no modelo apresentado anteriormente.
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verosimilhanca:

; exp (—Z520) [T, a7
Lk: (OZ, ﬁv 0) = H Mea,B,0 (XZA) = k7
i=1 [ 0+°° exp (—%a:5) xp_ldx]

. A s . 2
onde se definiram os parametros 0 e p através das igualdades o = —52%,
2«

p=:% e O =(J,p). Recorda-se que X; = Xx, onde A é o intervalo de
tempo entre duas observagoes consecutivas.

Para determinar os estimadores de maxima verosimilhanca basta resolver
as equagoes (6). Para a primeira equacao, temos

Oslog (L (0)) = 0«
1 k +oo 1 too 1
52 Zi:l XiB/o exp (—gx‘:’) P e = g i exp (_5$5) aPHde.

Mas, como

oo 1 5 1 oo
/ exp <—Sx5> oPtHidr = [—5 exp (—gf) xp} + -
0 0
op [T 1
_|_€p/o exp <_gx5> szildl’

op [t 1
= 0+ gp/o exp (—gx5> 2P ldx,

substituindo na relacao anterior, tem-se que

1 =k op

Para a segunda equagao tem-se que:

Oplog (Ly (0)) = 0«
i +oo 1 +o0 1
Zlog (XZ)/ exp (—5x5> P e = k/ exp (—5m5) 2P~ log xdx
Py 0 0

f0+oo exp (—$2°) 2P~ log wdu

fOJrOO exp (—%:175) P~ ldx
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obtendo-se finalmente

k e —125) 2P og d
1 o ©xD ( 5T ) T og rxax

f0+oo exp (—%1'5) xP—ldx

Utilizando o mesmo procedimento do modelo 1, é possivel resolver numeri-
camente as equagoes (14) e (15), e determinar as estimativas para os parame-
tros 0 e p. A partir dessas estimativas, e supondo que o valor do parametro
o é conhecido, determinam-se as estimativas para o parametro o e 3. Neste
caso, e usando calculos anélogos aos do modelo anterior, determinam-se os
valores iniciais para inicializar o esquema iterativo numérico de aproximacao
as solugoes de (14) e (15). Esses valores iniciais sdo dados por

* __ U0
{5——u5 Us

* _ BUs

p_55*

Y

_ 1Nk 5 _ 1Nk 10 ;
onde us = ¢ > 7 X e up = 1> ;4 X, . Tal como no modelo anterior,
dadas as observacoes

XA> EIR) XmAa
Ximt1)A, ooy Xoma,
Xik—1ym+11a, -+ Xkma,

onde m é tal que mA > A, colocam-se os dados na forma

Xn, Xmena, -5 X[—Dm+1]A,
Xon, Xmi2)a, -5 X[k-Dmt2A, (16)
XmAa X2mA> R Xk:mA7

onde, em cada linha (sub—amostra ) de (16), as variaveis aleatorias sao
i.i.d. com densidade invariante uo. Para cada uma destas sub-amostras
(de tamanho k) é possivel estimar os parametros, pelo método descrito an-
teriormente. Assim, para cada linha de (7) (com 1 < i < m), estimam-se o0s
parametros &; e BZ A estimativa final dos parametros é dada por:

— iy Qi

= e

B — 27;1 Bi
m

(N
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Tal como no modelo anterior, apenas é possivel determinar, por este
método, relagoes entre os parametros. Para estimar « e 3 é necessario supor
que o é conhecido ou entao determina-se um estimador para o utilizando
outra técnica.
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