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r equals the overnight rate was imposed. This same constraint was also
imposed on the CIR model. For the state variable associated with the vo-
latility of the short-term rate, v, we simply determined the 1-year average
volatility of the overnight rate (equal to 0.0015 per year on the assumption
that for rates before January 1999, the D-Mark overnight rate acts as a
proxy). Finally, the following restrictions were still imposed to preserve the
assumptions taken by the L&S economy. All parameters need to be positive,
with the exception of λ (which is obliged to be negative in order to ensure
that term premia is always non-negative), β needs to be greater than α, and
at last,

α <
v

r
< β

Based on the estimates obtained for the CIR and L&S parameters, the
�nal step was to apply the closed-form solutions of both models to the insu-
rance liabilities to determine its present value and stochastic duration, and,
thereafter, to determine the immunisation requirements.

6 Results Analysis

The following table presents the estimates obtained for the parameters of
CIR and L&S models on both dates (except the CIR parameters on 7 April
1999, since the model did not �t the shape of the curve at that time):

TABLE 7

From the charts presented below, it is evident that the L&S model per-
forms better than the CIR model regarding the quality of �tness.
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It is also important to analyse the volatility term structure of both models,
since they will allow us to explain the allocation between short and long-term
assets recommended by each model.
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Based on the previous estimates for the L&S model on 7 April 1999,
we determined the present value and stochastic duration of both assets and
insurance liabilities as given in Table 5, which are presented below:

TABLE 8

The next two tables repeat the previous analysis, for both the CIR and
the L&S term structure models, and is based on the parameters estimated
on 3 November 1999:

TABLE 9



102 P. da Silva, Cadete, Nunes, The Immunisation of a Workers' Compensation Fund

TABLE 10

According to previous calculations, the PV of the insurance liabilities is
signi�cantly higher than that calculated at the o�cial discount rate of 6%.
This clearly points out that, for the time being, insurance liabilities are much
higher than those presented on the balance sheets. This analysis also allows
us to conclude that the gap between assets and liabilities tends to increase
when business cycle conditions favour an economic slowdown. On 7 April,
the mismatch was higher than 10%, which would certainly put the insurance
company in a delicate situation, in the event of the assets being sold.

Consistently with the deterministic analysis, assets continue to possess a
higher present value but a lower duration than liabilities.

7 Conclusions

The problem of immunising a Workers' Compensation fund can be examined
by adopting the classic models currently employed in life insurance and pen-
sion funds. However, these models call for highly restrictive hypotheses to be
taken into account, namely, that the temporal structure of the interest rates
is horizontal, that the e�ects of a small change in the interest rate provoke
parallel dislocations throughout the length of the interest curve and that
there are positive arbitrage opportunities, as demonstrated by Shiu (1987).
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This latter restriction creates for the insurer the illusion that a perfect mat-
ching has opportunity gains which can be incorporated into the net value of
the fund.

On the other hand, if we consider that the interest rate variations are
stochastic, then the conclusions of the deterministic model could be unveri�a-
ble. The amount of the liabilities is signi�cantly higher, causing a mismatch
of approximately 10% in the case studied.

So, the main conclusion of this study is that the legal (mandatory) dis-
count rate for insurance liabilities related to Workers' Compensation should
be revised down, in order to accommodate the current environment of low
interest rates induced by the EMU process. Otherwise, insurance companies
will be forced to diversify their portfolios with low-grade investments in order
to obtain yield pick-up. The risks associated with this solution would bring
about a deterioration of the assets quality, which would mean an increase of
the default probability. One other alternative would be a pro-active manage-
ment of insurance companies' portfolios in order to reap the bene�ts of daily
market volatility (mainly through trading positions).
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APPENDIX I

Evolution of the mathematical provisions and of the pensions to
be paid out to the bene�ciaries of Workers' Compensation Pensions
from 31.12.98
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APPENDIX II

The Market Operating Account for the Workers' Compensation
Line

(1) In 1990 refers to Technical Provisions.

(2) In refers to General Expenses.

(3) In 1990 includes Commissions and Earning Expenses.
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APPENDIX III

The Operating Account of the company
The closing results of the company in question have always been negative,

despite some improvement over the last two years.

Source: Desdobramento de Ganhos e Perdas.

(*) Per Underwriting Year.

(**) Source: Company Reports and Accounts.

This trend is better observed in the table of the account when expressed
as percentages of the written premiums.



Modelos de Cox-Ingersoll-Ross
modi�cados, ergodicidade e estimação
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RESUMO

Novos estimadores são encontrados para os modelos Cox-Ingersoll-Ross em
que a dependência temporal é intensi�cada. Para tal determinam-se as
condições de ergodicidade “dos modelos” e são utilizadas as funções den-
sidade invariante.

1 Introdução

Um dos modelos de grande importância na matemática �nanceira e, em par-
ticular, na modelização estocástica das taxas de juro, é o modelo de Cox-
Ingersoll-Ross [1]. Este modelo é descrito pela seguinte equação diferencial
estocástica

dXt = (α− βXt) dt+ σ
√
XtdWt, X0 = x.

Em certas condições poderá ser interessante considerar outros modelos
semelhantes ao modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) mas onde a dependência
em relação ao tempo do drift foi intensi�cada. Nestas condições, podem
considerar-se os seguintes modelos CIR modi�cados:

∗Banco de Portugal, Av. Almirante Reis, 71, 1150-012, Lisboa.
†Banco Comercial Português, S.A., Av. José Malhoa, 27, 1070-157, Lisboa.
‡PricewaterhouseCoopers-Transaction Services, 92208 Neuilly-sur-Seine Cedex, France.
§ISEG, Rua do Quelhas, 6, 1200-781, Lisboa.
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dXt =
(
α + βX3

t

)
dt+ σ

√
XtdWt, X0 = x,

dXt =
(
α + βX5

t

)
dt+ σ

√
XtdWt, X0 = x.

Neste trabalho iremos desenvolver um método de estimação de determina-
dos parâmetros dos modelos apresentados, utilizando a densidade invariante,
uma vez que as condições de ergodicidade estão satisfeitas. A técnica uti-
lizada permite obter apenas relações entre os parâmetros. Considerando que
o parâmetro σ dos modelos não é conhecido pode utilizar-se a técnica apre-
sentada neste trabalho para estimar α/σ e β/σ. Em seguida pode estimar-se
o parâmetro σ por outra técnica de estimação, como por exemplo a técnica
das funções estimadoras martingalas [4].

2 Processos Estocásticos Ergódicos e Densidades
Invariantes

Neste trabalho, consideram-se modelos de difusão do tipo

dXt = b (Xt; O) dt+ σ (Xt; O) dWt, (1)

onde Xt representa um processo estocástico unidimensional, Wt é o pro-
cesso de Wiener unidimensional, O ∈ Θ ⊆ Rp representa um conjunto de p
parâmetros reais e b (Xt; O), σ (Xt; O) representam funções reais cujos argu-
mentos são Xt e O.
Assumimos que σ (Xt; O) > 0. Cada variávelXt é uma aplicaçãoXt : Ω→ E,
onde (Ω, P,Ft) é um espaço de probabilidade e E = (l, r) ⊂ R é o espaço de
estados do processo X. Assume-se que a distribuição de Xt condicionada a
Xs = s com t > s tem uma densidade estritamente positiva relativamente
à medida de Lebesgue no espaço dos estados E e denota-se essa densidade
(densidade de transição) por

y 7→ p (t− s, x, y; O) , y ∈ E.
O objectivo deste trabalho é inferir os parâmetros O a partir de dados

observados experimentalmente. As observações, discretas e equidistantes no
tempo, têm a seguinte forma:

X∆, X2∆, X3∆, ..., Xk∆,
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com ∆ > 0.
De seguida, de�nem-se a medida de escala e a medida de velocidade.

De�nição 2.1. Considerando um ponto x∗ ∈ (l, r) �xo e arbitrário,
de�nem-se as densidades, relativamente à medida de Lebesgue, das medidas
de escala e de velocidade para a difusão (1) através das expressões

s (x; O) = exp

[
−2

∫ x

x∗

b (y; O)

σ2 (y; O)
dy

]
, x ∈ (l, r) , (2)

m (x; O) =
1

s (y; O)σ2 (y; O)
dy, x ∈ (l, r) , (3)

respectivamente.

As condições de ergodicidade de um processo X de�nido pela equação (1)
são apresentadas de seguida.

Condição 2.2. Para qualquer O ∈ Θ,

∫ r

x∗
s (x; O) dx =

∫ x∗

l

s (x; O) dx =∞,

M (O) =

∫ r

l

m (x; O) dx <∞.

O resultado teórico, apresentado de seguida, permite identi�car processos
ergódicos de�nidos através de equações diferenciais estocásticas da forma (1)
(ver [4]).

Proposição 2.3. Sob a condição 2.2, o processo X de�nido através de
(1) é ergódico e a sua medida invariante tem densidade

µO (x) =
m (x; O)

M (O)
, (4)

relativamente à medida de Lebesgue em (l, r).

Para um processo ergódico, a distribuição das variáveis aleatórias tende
assintoticamente (quando t→∞) para a distribuição invariante. Logo, pode
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determinar-se um valor para o intervalo de tempo mínimo, ∆̄, ao �m do qual
as observações

µO (x) =
m (x; O)

M (O)
,

são (aproximadamente) independentes e identicamente distribuídas, com den-
sidade dada pela densidade invariante. Nestas condições, a função de vero-
similhança para um processo ergódico sob a condição 2.2, com densidade
invariante µO e considerando ∆ = ∆̄, é dada por ([3],[4])

Lk (O) =
k∏
i=1

µO (Xi∆) . (5)

A obtenção dos estimadores de máxima verosimilhança resume-se à de-
terminação das soluções do sistema de equações:

∂θ1 log (Lk (O)) = 0
∂θ2 log (Lk (O)) = 0

...
...

∂θp log (Lk (O)) = 0

, (6)

onde O=(θ1, θ1, , θp). Considerando que X∆, X2∆, X3∆, ..., Xk∆ são inde-
pendentes e com distribuição dada pela densidade invariante µO, a estimação
dos parâmetros do modelo pode ser feita usando as equações (6). Porém, este
sistema é, em geral, indeterminado e apenas permite obter relações entre os
parâmetros a estimar. Contudo, sabendo o valor de um parâmetro ou esti-
mando esse valor por outro método, as soluções deste sistema permitem-nos
obter as estimativas para os outros parâmetros.

Considerando que inicialmente as observações não são independentes, mas
que são dadas na forma

X∆, . . . , Xm∆,
X(m+1)∆, . . . , X2m∆,
...

...
...

X[(k−1)m+1]∆, . . . , Xkm∆,

onde m é tal que m∆ > ∆̄. Organizando as sub-amostras por colunas, tem-se
que
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X∆, X(m+1)∆, . . . , X[(k−1)m+1]∆,
X2∆, X(m+2)∆, . . . , X[(k−1)m+2]∆,
...

...
...

Xm∆, X2m∆, . . . , Xkm∆.

(7)

Cada uma destas sub-amostras (agora nas linhas) tem as variáveis a-
leatórias independentes e identicamente distribuídas com densidade de dis-
tribuição dada pela densidade invariante µO. Conclui-se então que, para um
processo ergódico, é possível determinar um valor m ∈ N, tal que m∆ > ∆̄,
e organizar as observações em sub-amostras na forma (7). Os parâmetros do
modelo podem ser estimados através dos valores observados em cada linha,
considerando uma função de verosimilhança análoga a (5) e um sistema de
equações análogo a (6).

Nas próximas duas secções apresentam-se dois modelos, onde se discute
detalhadamente a estimação de parâmetros utilizando este método.

3 Primeiro Modelo

Considere-se o seguinte modelo:

dXt =
(
α + βX3

t

)
dt+ σ

√
XtdWt, X0 = x, l = 0, r = +∞. (8)

3.1 Condições de ergodicidade

Começamos por determinar as densidades das medidas de escala e veloci-
dade. Comparando o modelo (8) com o modelo de difusão (1), é claro que
O = (α, β, σ) são os parâmetros a estimar, sendo b (Xt; O) = α + βX3

t e
σ (Xt; O) = σ

√
Xt. Usando agora as expressões (2), tem-se que a densidade

da medida de escala é dada por:
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s (x;α, β, σ) = exp

[
−2

∫ x

x∗

α + βy3

σ2y
dy

]
= exp

[
−2

[
α

σ2
log |y|+ βy3

3σ2

]x
x∗

]
=

( x
x∗

)−2 α
σ2

exp

[
−2

σ2

(
β
x3 − x∗3

3

)]

=

exp

[
−2β(x3−x∗3)

3σ2

]
(
x
x∗

)2 α
σ2

,

e a densidade da medida, utilizando (3), é dada por:

m (x;α, β, σ) = x
2α
σ2−1 (x∗)−

2α
σ2

exp

[
2β(x3−x∗3)

3σ2

]
σ2

.

Vamos agora veri�car a condição 2.2.. Considerando x∗ = 1, l = 0 e
r = +∞, tem-se que

∫ +∞

1

s (x;α, β, σ) dx =

∫ +∞

1

exp

[
−2β(x3−1)

3σ2

]
x2 α

σ2
dx =

(β<0)
+∞,

∫ 1

0

s (x;α, β, σ) dx =

∫ 1

0

exp

[
−2β(x3−1)

3σ2

]
x2 α

σ2
dx =

(α>σ2/2)
+∞,

Mα,β,σ (x) =

∫ +∞

0

m (x;α, β, σ) dx,

=

∫ +∞

0

x
2α
σ2−1 (x∗)−

2α
σ2

exp

[
2β(x3−x∗3)

3σ2

]
σ2

dx <
(α>0,β<0)

∞.

Conclui-se portanto que a condição 2.2 é veri�cada e o processo X é
ergódico para valores dos parâmetros que veri�quem as condições β < 0 e
α > σ2/2 > 0.
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3.2 Densidade invariante

Considerando a região de parâmetros onde o processo é ergódico, ou seja,
{(α, β, σ) : β < 0, α > σ2/2 > 0}, pode determinar-se a densidade invariante
(4) que, neste caso, é dada por

µO (x) =
m (x; O)

Mα,β,σ

=
x

2α
σ2−1 exp

(
2βx3

3σ2

)
∫ +∞

0
x

2α
σ2−1 exp

(
2βx3

3σ2

)
dx
.

3.3 Estimação dos parâmetros utilizando a densidade
invariante

Nesta secção estimam-se os parâmetros do modelo a partir densidade in-
variante determinada anteriormente. Começa por apresentar-se a função de
verosimilhança para o modelo, a partir da expressão (5). Considerando a
densidade invariante obtida anteriormente e supondo que as variáveis são
i.i.d.1, tem-se que

Lk (α, β, σ) =
k∏
i=1

µα,β,σ (Xi∆) =
exp

(
−
∑k
i=1X

3
i

δ

)∏k
i=1X

p−1
i[∫ +∞

0
exp

(
−1
δ
x3
)
xp−1dx

]k ,
onde se de�niram os parâmetros δ e p através das igualdades δ = −3σ2

2β
,

p = 2α
σ2 e O = (δ, p). Considera-se também a notação Xi = X∆, onde ∆ é o

intervalo de tempo entre duas observações consecutivas.
Para determinar os estimadores de máxima verosimilhança basta resolver

as equações (6). Para a primeira equação temos

∂δ log (Lk (O)) = 0⇔
1

δ2

∑k

i=1
X3
i

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x3

)
xp−1dx =

k

δ2

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x3

)
xp+2dx.

1 Como se verá adiante esta suposição é razoável, pois consideramos dados que podem
ser colocados na forma (7).
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Mas, como∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x3

)
xp+2dx =

[
−δ

3
exp

(
−1

δ
x3

)
xp
]+∞

0

+ · · ·

· · ·+ δp

3

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x3

)
xp−1dx

= 0 +
δp

3

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x3

)
xp−1dx,

substituindo na relação anterior, tem-se que

1

k

∑k

i=1
X3
i =

δ̂p̂

3
. (9)

Para a segunda equação tem-se que

∂p log (Lk (O)) = 0⇔
k∑
i=1

log (Xi)

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x3

)
xp−1dx = k

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x3

)
xp−1 log xdx

⇔ 1

k
log
(∏k

i=1
Xi

)
=

∫ +∞
0

exp
(
−1
δ
x3
)
xp−1 log xdx∫ +∞

0
exp

(
−1
δ
x3
)
xp−1dx

,

pelo que

1

k
log
(∏k

i=1
Xi

)
=

∫ +∞
0

exp
(
−1

δ̂
x3
)
xp̂−1 log xdx∫ +∞

0
exp

(
−1

δ̂
x3
)
xp̂−1dx

. (10)

Resolvendo numericamente as equações (9) e (10), determinam-se as esti-
mativas para os parâmetros δ̂ e p̂. Para resolver numericamente as equações
(9) e (10) é conveniente usar um esquema numérico iterativo que aproxime
as soluções (método de Newton com o cálculo dos integrais pelo método de
Simpson, por exemplo). Para que a convergência dos estimadores de má-
xima veromilhança obtidos por este método seja rápida, é conveniente que
os valores iniciais para os parâmetros sejam uma primeira aproximação aos
verdadeiros valores dos estimadores. Para isso, calculam-se alguns momen-
tos, usando a distribuição de densidade invariante µO. Por uma questão de
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simplicidade das expressões �nais obtidas, vamos calcular o terceiro e o sexto
momentos. Para o terceiro momento, tem-se que

E
[
x3| (δ, p)

]
=

∫ +∞
0

exp
(
−1
δ
x3
)
xp+2dx∫ +∞

0
exp

(
−1
δ
x3
)
xp−1dx

= δ

∫ +∞
0

e−uu
p
3dx∫ +∞

0
e−uu

p
3
−1dx

= δ
p
3
Γ
(
p
3

)
Γ
(
p
3

) =
δp

3
.

Por outro lado, considerando que

1

k

∑k

i=1
X3
i

é um estimador de E [x3| (δ, p)], daqui resulta
1

k

∑k

i=1
X3
i = δ

p

3
, (11)

que é uma equação já obtida pelo método de máxima verosimilhança (9).
Para o sexto momento tem-se o seguinte resultado

E
[
x6| (δ, p)

]
=

∫ +∞
0

exp
(
−1
δ
x3
)
xp+5dx∫ +∞

0
exp

(
−1
δ
x3
)
xp−1dx

= δ2

∫ +∞
0

e−uu
p
3

+1dx∫ +∞
0

e−uu
p
3
−1dx

= δ2
p
3
Γ
(
p
3

+ 1
)

Γ
(
p
3
− 1
) = δ

(p
3

+ 1
) p

3
.

Como 1
k

∑k
i=1 X

3
i é um estimador de E [x6| (δ, p)], daqui resulta que

1

k

∑k

i=1
X6
i = δ

(p
3

+ 1
) p

3
. (12)

A partir das igualdades (11) e (12), determinam-se facilmente um par de
valores iniciais para os parâmetros, de forma a inicializar o esquema numérico
iterativo. De facto, podem considerar-se valores iniciais dados por{

δ∗ = u6

u3
− u3

p∗ = 3u3

δ∗
, (13)



118 Lacerda, Veiga, Ferreira, Guerra, Modelos de Cox-Ingersoll-Ross modi�cados

onde u3 = 1
k

∑k
i=1X

3
i e u6 = 1

k

∑k
i=1X

6
i .

Resolvendo numericamente as equações (9) e (10), usando um esquema
numérico iterativo, tendo como valores iniciais para os parâmetros os valores
dados por (13), estimam-se os parâmetros p e δ. A partir destas estimativas é
fácil determinar as estimativas para os parâmetros α e β supondo que o valor
do parâmetro σ é conhecido2. Para tal basta usar as equações β = −3σ2

2δ
,

α = pσ2

2
.

Considerando que os dados experimentais de que dispomos estão na forma

X∆, . . . , Xm∆,
X(m+1)∆, . . . , X2m∆,
...

...
...

X[(k−1)m+1]∆, . . . , Xkm∆,

onde m é tal que m∆ > ∆̄. Então, organizando as sub-amostras por colunas,
tem-se que

X∆, X(m+1)∆, . . . , X[(k−1)m+1]∆,
X2∆, X(m+2)∆, . . . , X[(k−1)m+2]∆,
...

...
...

Xm∆, X2m∆, . . . , Xkm∆,

e cada uma destas sub�amostras (agora nas linhas) tem as variáveis aleatórias
i.i.d. com densidade invariante µO. Para cada uma destas sub-amostras (de
tamaho k) é possível estimar os parâmetros. De facto, utilizando o método
descrito anteriormente, para cada linha i de (7) (com 1 ≤ i ≤ m), estimam-
se os parâmetros α̂i e β̂i. A estimativa �nal dos parâmetros para todo o
conjunto de dados é dada pela média aritmética das estimativas anteriores,
ou seja, {

α̂ =
∑m
i=1 α̂i
m

β̂ =
∑m
i=1 β̂i
m

.

2 Utilizando esta técnica só é possível estimar dois dos parâmetros, pois o sistema de
equações resultante da maximização da função verosimilhança é indeterminado. Em par-
ticular, neste caso, a equação que se obtém a partir da condição ∂σ log (L (O)) = 0 é uma
combinação linear das equações que são obtidas a partir das equações ∂σ log (L (O)) = 0 e
∂σ log (L (O)) = 0. Esta é a razão pela qual é su�ciente considerar apenas dois parâmetros
δ e p.
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4 Segundo Modelo

Considere-se o seguinte modelo:

dXt =
(
α + βX5

t

)
dt+ σ

√
XtdWt, X0 = x, l = 0, r = +∞.

4.1 Condições de ergodicidade

Para este modelo O = (α, β, σ) são os parâmetros a estimar, sendo
b (Xt; O) = α + βX5

t e σ (Xt; O) = σ
√
Xt. Usando as expressões (2) e (3),

apresentam-se a seguir os cálculos que permitem obter as densidades das
medidas de escala e de velocidade. Para a primeira desta medida temos que

s (x;α, β, σ) = exp

[
−2

∫ x

x∗

α + βy5

σ2y
dy

]
= exp

[
−2

[
α

σ2
log |y|+ βy5

5σ2

]x
x∗

]
=

( x
x∗

)−2 α
σ2

exp

[
−2

σ2

(
β
x5 − x∗5

5

)]

=

exp

[
−2β(x5−x∗5)

5σ2

]
(
x
x∗

)2 α
σ2

,

e a densidade da medida, utilizando (3), é dada por:

m (x;α, β, σ) = x
2α
σ2−1 (x∗)−

2α
σ2

exp

[
2β(x5−x∗5)

5σ2

]
σ2

.

Veri�camos de seguida as condições de ergodicidade 2.2. Tem-se que (com
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x∗ = 1, l = 0 e r = +∞)

∫ +∞

1

s (x;α, β, σ) dx =

∫ +∞

1

exp

[
−2β(x5−1)

5σ2

]
x2 α

σ2
dx =

(β<0)
+∞,

∫ 1

0

s (x;α, β, σ) dx =

∫ 1

0

exp

[
−2β(x5−1)

5σ2

]
x2 α

σ2
dx =

(α>σ2/2)
+∞,

Mα,β,σ (x) =

∫ +∞

0

m (x;α, β, σ) dx,

=

∫ +∞

0

x
2α
σ2−1 (x∗)−

2α
σ2

exp

[
2β(x5−x∗5)

5σ2

]
σ2

dx <
(α>0,β<0)

∞.

A condição 2.2 é veri�cada para os valores dos parâmetros no conjunto
{(α, β, σ) : β < 0, α > σ2/2 > 0} e o processo X é ergódico para esses valores
dos parâmetros.

4.2 Densidade invariante

Para os valores dos parâmetros onde o processo X é ergódico, calcula-se a
densidade invariante (4):

µO (x) =
m (x; O)

Mα,β,σ

=
x

2α
σ2−1 exp

[
2βx5

5σ2

]
∫ +∞

0
x

2α
σ2−1 exp

[
2βx5

5σ2

]
dx
.

4.3 Estimação dos parâmetros utilizando a densidade
invariante

Vamos agora estimar os parâmetros do modelo a partir densidade invariante
determinada anteriormente. A partir da expressão (5), da densidade inva-
riante, e supondo que as variáveis são i.i.d.3, obtém-se a seguinte função de

3 Esta suposição pode ser justi�cada tal como no modelo apresentado anteriormente.
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verosimilhança:

Lk (α, β, σ) =
k∏
i=1

µα,β,σ (Xi∆) =
exp

(
−
∑k
i=1X

5
i

δ

)∏k
i=1X

p−1
i[∫ +∞

0
exp

(
−1
δ
x5
)
xp−1dx

]k ,
onde se de�niram os parâmetros δ e p através das igualdades δ = −5σ2

2β
,

p = 2α
σ2 e O = (δ, p). Recorda-se que Xi = X∆, onde ∆ é o intervalo de

tempo entre duas observações consecutivas.
Para determinar os estimadores de máxima verosimilhança basta resolver

as equações (6). Para a primeira equação, temos

∂δ log (Lk (O)) = 0⇔
1

δ2

∑k

i=1
X5
i

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x5

)
xp−1dx =

k

δ2

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x5

)
xp+4dx.

Mas, como∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x5

)
xp+4dx =

[
−δ

5
exp

(
−1

δ
x5

)
xp
]+∞

0

+ · · ·

· · ·+ δp

5

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x5

)
xp−1dx

= 0 +
δp

5

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x5

)
xp−1dx,

substituindo na relação anterior, tem-se que

1

k

∑k

i=1
X5
i =

δ̂p̂

5
. (14)

Para a segunda equação tem-se que:

∂p log (Lk (O)) = 0⇔
k∑
i=1

log (Xi)

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x5

)
xp−1dx = k

∫ +∞

0

exp

(
−1

δ
x5

)
xp−1 log xdx

⇔ 1

k
log

(
k∏
i=1

Xi

)
=

∫ +∞
0

exp
(
−1
δ
x5
)
xp−1 log xdx∫ +∞

0
exp

(
−1
δ
x5
)
xp−1dx

,
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obtendo-se �nalmente

1

k
log

(
k∏
i=1

Xi

)
=

∫ +∞
0

exp
(
−1

δ̂
x5
)
xp̂−1 log xdx∫ +∞

0
exp

(
−1

δ̂
x5
)
xp̂−1dx

. (15)

Utilizando o mesmo procedimento do modelo 1, é possível resolver numeri-
camente as equações (14) e (15), e determinar as estimativas para os parâme-
tros δ e p. A partir dessas estimativas, e supondo que o valor do parâmetro
σ é conhecido, determinam-se as estimativas para o parâmetro α e β. Neste
caso, e usando cálculos análogos aos do modelo anterior, determinam-se os
valores iniciais para inicializar o esquema iterativo numérico de aproximação
às soluções de (14) e (15). Esses valores iniciais são dados por{

δ∗ = u10

u5
− u5

p∗ = 5u5

δ∗
,

onde u5 = 1
k

∑k
i=1X

5
i e u10 = 1

k

∑k
i=1 X

10
i . Tal como no modelo anterior,

dadas as observações

X∆, . . . , Xm∆,
X(m+1)∆, . . . , X2m∆,
...

...
...

X[(k−1)m+1]∆, . . . , Xkm∆,

onde m é tal que m∆ > ∆̄, colocam-se os dados na forma

X∆, X(m+1)∆, . . . , X[(k−1)m+1]∆,
X2∆, X(m+2)∆, . . . , X[(k−1)m+2]∆,
...

...
...

Xm∆, X2m∆, . . . , Xkm∆,

(16)

onde, em cada linha (sub�amostra ) de (16), as variáveis aleatórias são
i.i.d. com densidade invariante µO. Para cada uma destas sub-amostras
(de tamanho k) é possível estimar os parâmetros, pelo método descrito an-
teriormente. Assim, para cada linha de (7) (com 1 ≤ i ≤ m), estimam-se os
parâmetros α̂i e β̂i. A estimativa �nal dos parâmetros é dada por:{

α̂ =
∑m
i=1 α̂i
m

β̂ =
∑m
i=1 β̂i
m

.



Boletim do IAP 41. 123

Tal como no modelo anterior, apenas é possível determinar, por este
método, relações entre os parâmetros. Para estimar α e β é necessário supôr
que σ é conhecido ou então determina-se um estimador para σ utilizando
outra técnica.
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